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כדאי לדעתמנהל פרויקט 

				עריכה לשונית: ד״ר דנה ברעם 

				רכזת אדמיניסטרטיבית: מיכל זוהר 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				איורים: מירל גולדנברג 

				shutterstockאיור עטיפה: 

				goodtoknow.tau.ac.il:﻿ כדאי לדעתכתובת אתר 

				תצלומים: ויקיפדיה 

				תודות 

				 בשנת תשע"ו בחטיבת הביניים שמואל הנגיד בהרצליה ולנעמי 4 ו-ח 4אנחנו מודים לתלמידי כיתות ז מלניק מבית הספר האזורי אורט בנימינה, שלמדו מהחוברת והעירו הערות ששיפרו אותה, וכן למורות בטי כהן ודפנה סביר. 

				זכויות הקניין הרוחני, לרבות זכויות היוצרים והזכות המוסרית של היוצרים בחומר זה, מוגנות. 

				השימוש בחוברות, שמירתן במאגרי מידע והפצתן מותר לצורך שימוש לא-מסחרי בלבד. בעת שמירה במאגרי מידע, יש לציין במפורש את שיוך החוברת לפרויקט ״כדאי לדעת״ ולצרף קישור לאתר הפרויקט. השימוש לכל מטרה מסחרית ויצירת חומרים נגזרים אסורים ללא קבלת רשות מפורשת בכתב מהנהלת הפרויקט. 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				מבוא ללוגיקה מתמטית 

			

		

		
			
				מבוא

				, אמירה, סיבה או רעיון – היא היגיון. λόγoςמשמעות המילה לוגיקה – שמקורה במילה היוונית "לוֹגוֹס" ומכאן, חשיבה לוגית פירושה חשיבה מסודרת והגיונית. לוגיקה מתמטית היא תחום שצמח כדי לחקור את תהליך הסקת המסקנות, והיא נחוצה לנו מכיוון שהשפה המדוברת אינה שפה מדויקת. דוגמה אחת לחוסר הדיוק בשפה היא סדר קדימות של מילות יחס. כדי להבהיר את הבעיה נתבונן בתרגיל . ומה בדבר 14. מכיוון שפעולת כפל קודמת לפעולת חיבור, התוצאה של התרגיל היא 2+3×4החשבון המקרה הזה: המורה לתנ"ך אמרה לתלמידי הכיתה שהיא תיתן בתעודה ציון טוב מאוד רק לתלמידים  בעבודה המסכמת ולמדו בעל פה את קינת דוד ליהונתן. דינה קיבלה 100 בבחינה או קיבלו 100שקיבלו  בעבודה המסכמת ולא למדה בעל פה את קינת דוד. האם היא תקבל ציון טוב מאוד? 90 בבחינה, 100הדבר תלוי בקדימות בין מילות היחס "או" ו"וגם". נשתמש בסוגריים כדי לבטא את הקדימות בין מילות היחס. אם מילת היחס "או" קודמת למילת היחס "וגם", יתקבל המשפט:  

				 בעבודה המסכמת) ולמד בעל 100 בבחינה או 100תלמיד יקבל ציון טוב מאוד אם (הוא קיבל פה את קינת דוד ליהונתן. 

				לפי משפט זה, על התלמידים לעמוד בשני תנאים כדי לקבל ציון טוב מאוד, ואחד התנאים הוא לימוד קינת דוד בעל פה. מכיוון שדינה לא למדה בעל פה את קינת דוד, היא לא תקבל ציון טוב מאוד. אם, לעומת זאת, מילת היחס "וגם" קודמת למילת היחס "או" יתקבל המשפט: 

				 בעבודה המסכמת ולמד 100 בבחינה או (קיבל 100תלמיד יקבל ציון טוב מאוד אם הוא קיבל בעל פה את קינת דוד ליהונתן). 

				לפי משפט זה, על התלמיד לעמוד לפחות באחד משני תנאים על מנת לזכות בציון טוב מאוד בתעודה.  בבחינה, ולכן עליה לקבל ציון טוב מאוד.  100דינה ממלאת את התנאי הראשון שכן היא קיבלה 

				ארבעת המשפטים האלה מדגימים בעיה נוספת: 

				ראיתי אונייה כחולה. 

				ראיתי אונייה. 

				ראיתי גמל שלמה. 

				ראיתי גמל. 

				ברור שאם משפט (א) נכון כי אז גם משפט (ב) נכון. עם זאת, אם משפט (ג) נכון, משפט (ד) אינו בהכרח נכון. איך אפשר להבדיל בין שני המקרים? 

				שלושת המשפטים שלהלן מדגימים בעיה שלישית בהסקת מסקנות: 

				האוטו שלנו כחול. 

				כחול הוא צבע. 

				האוטו שלנו הוא צבע. 

				גם כאשר המשפטים (א) ו-(ב) נכונים, המשפט (ג) אינו נכון. 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				הדוגמאות שהבאנו מראות שכדי להבין איך מסיקים מסקנות עלינו לפתח שפה פורמלית שבה לכל משפט יש משמעות אחת והמסקנות שאפשר להסיק בה נכונות. בחוברת זו נְפַתֵחַ שפה הנקראת תחשיב הפסוקים, נראה כיצד בונים בה משפטים וכיצד קובעים את משמעותם. את שורשיה של שפה  לפני הספירה) וקְרִיסִיפּוּס 322–384זו אפשר למצוא בעבודותיהם של הפילוסופים היוונים אריסטו (). על אריסטו1142–1079 לפני הספירה) ובעבודות מאוחרות יותר של הפילוסוף הצרפתי פייר אַבֶּלַרְד (205–280(. 55אריסטו, קריסיפוס ופייר אבלרד תוכלו לקרוא בעמוד 

				שפת תחשיב הפסוקים מורכבת משלושה סוגי אותיות: פסוקים אטומיים, קַשָרים לוגיים וסוגריים. נתחיל את סקירת השפה במושג הפסוק.   

				. הפסוק 1

				המושג הבסיסי בשפת תחשיב הפסוקים הוא הפסוק.  

				אנחנו מעוניינים לפתח שפה מדויקת שאפשר לפרש את המשפטים בה בדרך אחת בלבד, ונתעניין במשפטים היכולים להיות נכונים או לא נכונים. נראה עתה דוגמאות אחדות של פסוקים: 

				היום יום שני. 

				יש לי מכנסיים שחורים. 

				אין לי מכנסיים שחורים. 

				השמש זורחת במזרח ושוקעת במערב. 

				המרחק הממוצע בין כדור הארץ לירח הוא 000,000,1 ק"מ. 

				בשבוע הבא אייל יגיע לביקור. 

				בשנת 0012 כל מדינות העולם תהיינה מאוחדות באימפריה אחת. 

				כל אחד משבעת המשפטים שרשמנו הוא הצהרה שיכולה להיות נכונה או לא נכונה. הפסוק "היום יום שני" נכון יום אחד בשבוע ואינו נכון שישה ימים בשבוע. הפסוקים "יש לי מכנסיים שחורים" ו"אין לי מכנסיים שחורים" יכולים להיות נכונים או לא נכונים. למען האמת, אחד מהם נכון והשני אינו נכון. מי משני הפסוקים נכון? כדי לדעת את התשובה יש להביט בארון הבגדים שלי. הפסוק "השמש זורחת  ק"מ" אינו 1,000,000במזרח ושוקעת במערב." נכון תמיד, והפסוק "המרחק בין כדור הארץ לירח הוא  ק"מ. המשפט "בשבוע הבא אייל יגיע 384,000נכון, שכן המרחק הממוצע בין כדור הארץ לירח הוא לביקור" מתאר אירוע שאמור לקרות בעתיד והוא יכול להיות נכון או לא נכון. אמנם כרגע איננו יודעים אם אייל יגיע לביקור או לא, אך בעוד שבוע נדע זאת. לכן גם משפט זה הוא פסוק. המשפט "בשנת  כל מדינות העולם תהיינה מאוחדות באימפריה אחת" מתייחס אף הוא לעתיד, ובבוא היום אנחנו 2100(או נכדינו) נדע אם הוא נכון או לא. לכן גם משפט זה הוא פסוק. 

			

		

		
			
				 הוא הצהרה שמציינת עובדה שיכולה להיות נכונה או לא נכונה. פסוק
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				מבוא ללוגיקה מתמטית 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				והנה דוגמאות אחדות של משפטים שאינם פסוקים, משום שאינם מציינים עובדות: 

				מה השעה? 

				תודה רבה. 

				אימא ואבא. 

				כל הילדים בכיתה שלי.  

				האם היום יום שני? 

				הנה דוגמאות לפסוקים המכילים תתי-פסוקים: 

				היום יום רביעי ומחר יהיה יום חמישי. 

				היום יום רביעי ומחר יהיה יום שישי. 

				יש לי מכנסיים שחורים או אין לי מכנסיים שחורים. 

				הפסוק "היום יום רביעי ומחר יהיה יום חמישי" מורכב משני תתי-פסוקים: "היום יום רביעי" ו"מחר יהיה יום חמישי". פסוק זה נכון יום אחד בשבוע ואינו נכון שישה ימים בשבוע. גם הפסוק "היום יום רביעי ומחר יהיה יום שישי" מורכב משני תתי-פסוקים והוא אינו נכון אף פעם. הפסוק "יש לי מכנסיים שחורים או אין לי מכנסיים שחורים" נכון תמיד.  

				יש פסוקים הכוללים את מילת התנאי "אם": 

				אם יקנו לי מחר חולצה אדומה אזי אתן מחר נשיקה לאבא. 

				אם הקבוצה שלי תנצח במשחק, נקבל פרס. 

				ויש פסוקים הכוללים את המילים "לכל" ו"יש". מילים אלה נקראות כַּמָּתִים, משום שהן מתייחסות לכמויות. 

				בכל יום בשבוע אני אוכל פיצה. 

				כל אדם שקוראים לו גד אוהב פיצה. 

				יש ילד בכיתתי שקוראים לו גד. 

				לכל הילדים בכיתה שלי יש מכנסיים שחורים. 

				יש ילד בכיתה שלי שיש לו מכנסיים שחורים. 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				ת י לדעא שכדמתמטיקה

			

		

		
			
				לכל אחד מהמשפטים – רשמו אם הוא פסוק או לא.  

				
					משפט 

				

				
					פסוק 

				

				
					לא פסוק 

				

				
					אתמול פגשתי את דן. 

				

				
					X

				

				
					מה אתה רוצה? 

				

				
					X

				

				
					אני אוהב יוגורט. 

				

				
					אני אוהב יוגורט ואתה אוהב פיצה. 

				

				
					בשום פנים ואופן לא! 

				

				
					אורית אמרה “בשום פנים ואופן לא!” 

				

				
					כל הילדים בכיתה אמרו “בשום פנים ואופן לא!” 

				

				
					מתי ראית את המורה? 

				

				
					יש ילד בכיתה שקוראים לו רון. 

				

				
					אתה צודק או אתה טועה. 

				

				
					אם אתה צודק אתן לך חיבוק. 

				

				
					תודה שהשתתפת במסיבה שלי. 

				

				פתרונות לכל התרגילים מופיעים בסוף החוברת. נסו לפתור את התרגילים בעצמכם לפני שאתם בודקים את תשובותיכם. מכיוון שתשובותיכם עלולות להיות שגויות גם אם הן נראות לכם נכונות, כדאי להשוות מפעם לפעם את התשובות שלכם לתשובות שבסוף החוברת.
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				מבוא ללוגיקה מתמטית 

			

		

		
			
				. קַשָּרים לוגיים   2

				הסוג השני של אותיות בשפת תחשיב הפסוקים הוא הקַשָרים הלוגיים, המאפשרים לבנות פסוקים מורכבים מפסוקים פשוטים. בסעיף זה נציג את הקשרים הלוגיים ונבנה בעזרתם פסוקים מורכבים. נראה איך נכונותו או אי נכונותו של פסוק מורכב נקבעת מנכונותם או מאי נכונותם של הפסוקים הפשוטים הבונים אותו. המשמעות המילולית של הפסוק הפשוט לא תהיה חשובה לצורך בניית הפסוק המורכב וקביעת הנכונות שלו; כל שנצטרך לדעת הוא אילו מהפסוקים הפשוטים המרכיבים אותו נכונים. מסיבה זו נקצר את הכתיבה ונסמן את הפסוקים הפשוטים באותיות אנגליות. למשל, אם נסמן 

				 = "יש לי חולצה ירוקה", A

				 תייצג עבורנו את הפסוק "יש לי חולצה ירוקה". בדומה לכך אפשר לרשום Aאזי האות 

				 = "יש לי מכנסיים כחולים", B

				ואפשר גם לרשום 

				 = "יש לי כובע אדום". C

				 שהגדרנו כאן. C ו-B, Aבהמשך הסעיף נתייחס לשלושת הפסוקים 

				 פסוק השלילה .2.1	

				השלילה של הפסוק "יש לי חולצה ירוקה" היא "לא נכון שיש לי חולצה ירוקה", כלומר אין לי חולצה  היא הפסוק "אין לי A הוא הפסוק "יש לי חולצה ירוקה", הרי שהשלילה של Aירוקה. לכן, כאשר  (ויש המסמנים את השלילה של ¬A ב-Aחולצה ירוקה". מקובל לסמן את השלילה של הפסוק ~). A ב-Aהפסוק 

				הפסוק "לא נכון שיש לי חולצה ירוקה" הוא פסוק מורכב, משום שהוא מכיל פסוק קצר יותר,  את הפסוק "אין לי חולצה ירוקה". במקרה זה, השלילה של D"יש לי חולצה ירוקה". נסמן ב- ¬D, היא "לא נכון שאין לי חולצה ירוקה". המשמעות בעברית של הפסוק ¬D, שמסומנת ב-D, ¬A שקול מבחינת המשמעות שלו בעברית לפסוק Dהיא "יש לי חולצה ירוקה". כלומר, הפסוק . אנחנו רואים שאפשר לנסח A שקול מבחינת המשמעות שלו בעברית לפסוק ¬Dוהפסוק הצהרה מסוימת כך שתהיה פסוק פשוט או פסוק מורכב.
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				ת י לדעא שכדמתמטיקה

			

		

		
			
				 הפסוק המורכב "וגם" .2.2	

				דוגמה נוספת לפסוק מורכב היא "יש לי חולצה ירוקה ויש לי מכנסיים כחולים". פסוק זה בנוי משני , ו"יש לי מכנסיים כחולים", שסימנו Aפסוקים פשוטים: "יש לי חולצה ירוקה", שסימנו קודם ב-". B וגם A. לכן את הפסוק הזה אפשר לקצר ולכתוב "Bקודם ב-

				". שימו לב: את הפסוקים הרשומים בקיצור קוראים B וגם A במקום "A˄Bאנו נקצר ונכתוב ".B וגם A ואומרים "A˄Bמשמאל לימין, כפי שקוראים אנגלית. לכן אנו כותבים 

				 B, A", שטוען את מה שנאמר בשלושת הפסוקים C וגם B וגם Aאפשר גם לדבר על הפסוק "" נכתוב בקיצור C וגם B וגם A: יש לי חולצה ירוקה, מכנסיים כחולים וכובע אדום. את הפסוק "Cו-.  A˄B˄C

				 הפסוק המורכב "או" .2.3	

				בעברית למילה "או" יש שתי משמעויות שונות. כאשר מישהו אומר "אצלצל אליך או אשלח לך אימייל" אנו מבינים שהוא יעשה את אחד הדברים אבל לא את שניהם. לעומת זאת, כאשר אני אומר "אני חולה; הרופא אמר שיש לי שפעת או דלקת באוזן", אנו מבינים שייתכן שיש לי שפעת או שיש לי דלקת באוזן, ואם אני חסר מזל – חליתי הן בשפעת הן בדלקת באוזן. כלומר, איננו מוציאים מכלל אפשרות שאני חולה בגלל שני הגורמים יחדיו. 

				תחשיב הפסוקים הוא שפה חד-משמעית, ולכן עלינו לבחור אחת משתי המשמעויות של המילה  = "יש לי מכנסיים B = "יש לי חולצה ירוקה" ו-A"או". אנו בוחרים במשמעות השנייה: כאשר " אומר שיש לי חולצה ירוקה או שיש לי מכנסיים כחולים (או שיש לי גם B או Aכחולים", הפסוק "חולצה ירוקה וגם מכנסיים כחולים).  

				". B או A במקום "A˅Bנהוג לכתוב 

				 היא vel עבור "או"? בלטינית, משמעות המילה ˅ עבור "וגם" ובסימון ˄מדוע משתמשים בסימון , שהיא האות הראשונה במילה, אימצו המתמטיקאים V"אחד או אחר או שניהם". את האות  ואומץ כדי לסמן "וגם".  	2.4. הפסוק המורכב "אם˅ הוא ההיפוך של הסימן ˄לסימון "או". הסימן 
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				מבוא ללוגיקה מתמטית 

			

		

		
			
				 הפסוק המורכב "אם... אזי..." .2.4	

				בשפת תחשיב הפסוקים שאנחנו מפתחים אפשר לבנות גם משפטי תנאי שהמבנה שלהם הוא  נכון: אם יש B נכון כי אז גם הפסוק A" אומר שאם הפסוק B אזי A"אם ... אזי ...". הפסוק "אם ". את B אזי A במקום "אם B→Aלי חולצה ירוקה אזי יש לי מכנסיים כחולים. אנו נקצר ונכתוב ". B גורר את Aנקרא "B→A הפסוק 

				אם נסמן  

				 = "מחר אלך לבית הספר" ו- G

				 = "מחר אראה את גיל", H

				" היא שאם מחר אלך לבית הספר כי אז אראה מחר את גיל.  H אזי Gמשמעות הפסוק "אם 

				 סוגריים .2.5	

				 ראינו שסדר הקדימות בין הקשרים הלוגיים משנה את משמעות המשפט. 4בהקדמה בעמוד הדרך לסמן את קדימות הקשרים היא באמצעות שימוש בסוגריים, כפי שעושים בתרגילי חשבון. נסמן למשל: 

				 = "שמי רון", A

				 = "למורה שלי קוראים עומר", B

				 = "אני גר בהרצליה". C

				לפנינו רשימה של פסוקים בשפת תחשיב הפסוקים, והמשמעות שלהם בעברית: 

				
					תחשיב הפסוקים 

				

				
					עברית 

				

				
					  A˄(¬C)

				

				
					שמי רון ואינני גר בהרצליה. 

				

				
					¬(A˄C)

				

				
					לא נכון ששמי רון ושאני גר בהרצליה. 

				

				
					 (A˄B)→C

				

				
					אם שמי רון ולמורה שלי קוראים עומר, אזי אני גר בהרצליה. 

				

				
					 A˄(B→C)

				

				
					שמי רון, ואם למורה שלי קוראים עומר, אזי אני גר בהרצליה. 

				

				
					 ¬((A˄B)→C)

				

				
					לא נכון שאם שמי רון ולמורה שלי קוראים עומר אזי אני גר בהרצליה. 

				

				
					 (¬(A˄B))→C

				

				
					אם לא נכון ששמי רון ושלמורה שלי קוראים עומר, אזי אני גר בהרצליה. 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י לדעא שכדמתמטיקה
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				 סיכום .2.6	

				, ...), מקשרים לוגיים C, B, Aראינו כי שפת תחשיב הפסוקים בנויה מפסוקים שמורכבים מאותיות (ומסוגריים. פסוק אטומי הוא פסוק המכיל אות אחת בלבד, ללא קשרים לוגיים וללא סוגריים. פסוק מורכב הוא פסוק המכיל לפחות קשר לוגי אחד.  

				 וכדומה.  A, B, C הוא פסוק המכיל אות אחת בלבד, אטומיפסוק 

				˄, ˅, ¬, →. הוא פסוק המכיל לפחות אחד מהסימנים מורכבפסוק 

				משמעות הסימנים היא: 

				. B וגם B. A˅A = B˄A

				. B או A = A˅B

				. A = לא נכון ש-¬A

				. B  אזיA = אם B→A

				), ואותה ראינו בסעיף האחרון.  syntaxהדרך שבה יוצרים משפטים בשפה נקראת תחביר (

				). semanticsבסעיף הבא נעסוק במשמעות של הפסוקים, תחום שנקרא סמנטיקה (

				 = "יש לי עיפרון אדום", A נסמן		

				 = "יש לי קלמר ירוק", B		

				 = "יש לי תיק סגול". C		

				. , ¬, ˄, ˅, →C, B, Aרשמו את הפסוקים הבאים באמצעות הסימנים 

				 יש לי עיפרון אדום וקלמר ירוק:

				אין לי תיק סגול: 

				יש לי קלמר ירוק או יש לי עיפרון אדום: 

				אם יש לי תיק סגול אזי יש לי קלמר ירוק: 
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				 היו:	 2 הפסוקים שהופיעו בתרגיל 

				 = "יש לי עיפרון אדום", A	

				 = "יש לי קלמר ירוק", B	

				 = "יש לי תיק סגול". C	

				 וסימני הסוגריים (ו-). , ¬, ˄,˅, →C, B, Aרשמו את הפסוקים הבאים באמצעות הסימנים 

				יש לי עיפרון אדום וקלמר ירוק, ואין לי תיק סגול: 

				לא נכון שיש לי תיק סגול וקלמר ירוק: 

				אין לי קלמר ירוק או יש לי עיפרון אדום וקלמר ירוק: 

				אם יש לי תיק סגול אזי אין לי קלמר ירוק: 

				אם אין לי תיק סגול אזי יש לי קלמר ירוק: 

				אין לי תיק סגול, אין לי קלמר ירוק ויש לי עיפרון אדום: 

				 היו: 3 ו-2 הפסוקים שהופיעו בתרגילים 

				 = “יש לי עיפרון אדום”, A	

				 = "יש לי קלמר ירוק”, B	

				 = "יש לי תיק סגול”. C	

				רשמו את המשמעות המילולית של פסוקים אלה: 

				: A˅(¬C)

				): A˄(¬B))→(¬C(

				: (¬A)˄(¬C)

				): C˅(¬B))˄((¬C)˅A(

				 אינם פשוטים כפי שהם נראים. לאחר שסיימתם לענות עליהם, בִּדקו את תשובותיכם בפתרונות המופיעים 4 ו-3תרגילים בסוף החוברת.  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				. ערך האמת של פסוק 3

				כל פסוק יכול להיות או נכון או לא נכון. יש פסוקים נכונים (כמו "השמש זורחת במזרח ושוקעת במערב."), יש פסוקים שאינם נכונים (כמו "היום יום רביעי ומחר יהיה יום שישי") ויש פסוקים שיכולים להיות נכונים ויכולים להיות לא נכונים (כמו "היום יום שלישי"). לתכונה זו של הפסוק – היותו נכון או לא נכון – קוראים ערך האמת של הפסוק.

				ערך האמת של פסוק הוא "אמת" אם הפסוק נכון והוא "שקר" אם הפסוק אינו נכון. 

				ערך האמת של הפסוק "השמש זורחת במזרח" הוא "אמת", וערך האמת של הפסוק "לבריטניה ולישראל יש גבול משותף" הוא "שקר". ערך האמת של הפסוק "אתמול הלכתי לגינה והתנדנדתי בנדנדה" יכול להיות "אמת" או "שקר": אם אתמול הלכתי לגינה והתנדנדתי בנדנדה, אזי ערך האמת של הפסוק הוא "אמת", ואם אתמול לא הלכתי לגינה, או הלכתי לגינה אך לא התנדנדתי בנדנדה, הרי שערך האמת של הפסוק הוא "שקר". ערך האמת של הפסוק יכול להשתנות בזמן: אם היום אלך לגינה ואתנדנד בנדנדה, הרי שמחר ערך האמת של הפסוק "אתמול הלכתי לגינה והתנדנדתי בנדנדה" יהיה נכון, גם אם היום ערך האמת של הפסוק הוא "שקר".  

				ערך האמת של פסוק הוא המשמעות שלו. למעשה, המשמעות היחידה שיש לפסוקים בשפת תחשיב הפסוקים היא "אמת" או "שקר". 

				 לכל אחד מהפסוקים, רשמו אם ערך האמת שלו "אמת" או "שקר". שימו לב שאת ערך האמת של  של 4 ו-2פסוק קובע האדם שעליו מדבר הפסוק בנקודת הזמן שבה הפסוק נאמר. לכן, בסעיפים התרגיל מדובר בכם: בכיתה שלכם ובמשפחה שלכם. הערה זו מתייחסת גם לתרגילים הבאים בחוברת. 

				
					פסוק 

				

				
					אמת 

				

				
					שקר 

				

				
					ראש הממשלה הראשון של מדינת ישראל היה דוד בן גוריון. 

				

				
					בכל יום שלישי יש למחנכת שלי יום חופשי. 

				

				
					1+5=6 

				

				
					להורים שלי יש שלושה ילדים. 

				

				
					לכל אדם יש בדיוק שלושה ילדים. 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				פסוקים הנכונים בכל מקרה הם פסוקים מיוחדים – כאשר אנו נתקלים בפסוק כזה איננו צריכים לחשוב אם התנאים שבהם הוא נכון מתקיימים. למשל, הפסוק "בכל יום שלישי יש למחנכת שלי יום חופשי" נכון רק אם למחנכת שלי יש יום חופשי ביום שלישי. כדי לומר אם ערך האמת של פסוק זה הוא אמת או שקר עלינו לחשוב אם אכן למחנכת יש יום חופשי בימי שלישי. פסוקים הנכונים תמיד חוסכים מאִתנו את מלאכת החשיבה. פסוקים כאלה נקראים "טָאוֹטוֹלוֹגְיוֹת". המילה טָאוֹטוֹלוֹגְיָה מקורה ביוונית: "טאוטו" פירושו "מיותר" ו"לוגוס", כזכור, פירושו "אמירה". כלומר, טאוטולוגיה היא אמירה מיותרת, שכן ברור שהיא נכונה. 

				 היא פסוק נכון בכל מקרה: ערך האמת שלו תמיד "אמת". טָאוֹטוֹלוֹגְיָה

				בדומה לכך, פסוק שתמיד אינו נכון נקרא "סתירה". גם כאשר אנו מתבקשים להכריע מה הוא ערך האמת של פסוק כזה אין צורך לחשוב אם תנאים מסוימים מתקיימים, שכן סתירה בכל מקרה אינה נכונה. 

				 היא פסוק שאינו נכון בכל מקרה: ערך האמת שלו תמיד "שקר".סתירה

				דוגמאות לטאוטולוגיה הן:

				שמי יואל או שמי אינו יואל. 

				. 2+6=8

				. 5>3

				אם תתלוש דף מהמחברת יהיה בה דף אחד פחות ממספר הדפים שיש בה עכשיו. 

				דוגמאות לסתירות הן:

				. 5<3

				היום יום חמישי ומחר יהיה יום שני. 

				לכל מי שחובש כובע צהוב אין כובע על הראש. 

				לא נכון ששמי יואל ולא נכון ששמי אינו יואל. 

				דרך פשוטה ליצור סתירה היא להוסיף את המילים "לא נכון ש-" לטאוטולוגיה. למשל: הפסוק "אם תתלוש את הדף יהיה במחברת דף אחד פחות ממה שיש בה עכשיו" הוא טאוטולוגיה, והפסוק "לא נכון שאם תתלוש את הדף יהיה במחברת דף אחד פחות ממה שיש בה עכשיו" הוא סתירה. אפשר בדרך זו גם ליצור טאוטולוגיה מסתירה: הפסוק "ירד היום גשם של שושנים" תמיד אינו נכון ולכן הוא סתירה, והפסוק "לא נכון שירד היום גשם של שושנים" תמיד נכון ולכן הוא טאוטולוגיה. 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				  לכל אחד מהפסוקים – רשמו אם הוא טאוטולוגיה, סתירה או לא זה ולא זה. 

				
					פסוק 

				

				
					טאוטולוגיה 

				

				
					סתירה 

				

				
					לא טאוטולוגיה 

					ולא סתירה 

				

				
					אני בן אדם. 

				

				
					אני בן אדם או אני חילזון. 

				

				
					לא נכון שאני בן אדם. 

				

				
					לא נכון שלא נכון שאני בן אדם. 

				

				
					החלון פתוח, או החלון סגור והווילון פתוח. 

				

				
					. 10>5

				

				
					. 10<5

				

				
					מרובע הוא מצולע בעל ארבע צלעות. 

				

				  רשמו שתי טאוטולוגיות ושתי סתירות: 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				. טבלאות אמת  4

				בסעיף זה נעסוק בערכי אמת של פסוקים מורכבים ואיך אפשר להסיק אותם מערכי האמת של הפסוקים האטומיים המרכיבים אותם. נסמן 

				= "יש לי עיפרון אדום".  A 

				, אומר "אין לי עיפרון אדום". מה הוא ערך האמת של ¬A אינו נכון", שאותו אנחנו מסמנים ב-Aהפסוק ": אם יש לי עיפרון אדום, כי אז A הפוך מערך האמת של הפסוק ¬Aהפסוק? ערך האמת של הפסוק  נכון. ¬A אינו נכון והפסוק A אינו נכון; ואם אין לי עיפרון אדום, הפסוק ¬A נכון והפסוק Aהפסוק 

				 היה מציין עובדה אחרת, למשל Aאם הפסוק 

				 = "קוראים לי רון", A

				. אנו רואים שערך האמת של A היה הפוך מערך האמת של הפסוק ¬Aעדיין ערך האמת של הפסוק  מייצג, אלא בערך האמת שלה. תופעה דומה מתרחשת בכל פסוק A אינו תלוי בעובדה שהפסוק ¬Aהפסוק 

				תופעה דומה מתרחשת בכל פסוק מורכב. לדוגמה, נסמן 

				 = "יש לי עיפרון אדום", A

				 = "יש לי קלמר ירוק". B

				, אומר שיש לי עיפרון אדום וקלמר ירוק. פסוק זה נכון A˄B", שאנחנו מסמנים ב-B וגם Aהפסוק "וערך האמת שלו הוא "אמת" אם יש לי עיפרון אדום וגם יש לי קלמר ירוק – כלומר, אם ערך האמת של  הוא "אמת". גם אם נשנה את ההצהרות שמייצגים B הוא "אמת" וגם ערך האמת של הפסוק Aהפסוק , למשל אם  B ו-Aהפסוקים 

				 איש", 700,000 = "בירושלים חיים A

				 קילומטר", 67 = "המרחק בין תל אביב לירושלים הוא B

				 יהיו "אמת". B ו-A יהיה "אמת" רק אם ערכי האמת של שני הפסוקים A˄Bאזי ערך האמת של הפסוק 

				שתי הדוגמאות שהבאנו מראות שאפשר לקבוע את ערך האמת של פסוק מורכב מערכי האמת של הפסוקים האטומיים המרכיבים אותו. לטבלה המקשרת בין ערכי האמת של הפסוקים האטומיים לערך . טבלת האמת של הפסוקהאמת של הפסוק המורכב קוראים 

				, בהתאמה. F וב-Tבמקום לסמן את ערך האמת של פסוק ב"אמת" וב"שקר", נוהגים לסמן ערך זה ב- (שגוי באנגלית). false היא קיצור של המילה F (נכון באנגלית) והאות true היא קיצור של המילה Tהאות 

				 של פסוק היא טבלה המקשרת בין ערכי האמת של הפסוקים האטומיים טבלת האמתהמרכיבים את הפסוק לבין ערך האמת של הפסוק. 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				 טבלת האמת של פסוק השלילה .4.1	

				:¬Aנתחיל מטבלת האמת של הפסוק המורכב הפשוט ביותר, 

				העמודה הימנית בטבלה מציינת את ערכי האמת האפשריים של , והעמודה השמאלית מציינת את ערך האמת Aהפסוק האטומי . השורה הראשונה (מתחת ¬Aהמתאים של הפסוק המורכב  נכון: Aלשורת הכותרת הכחולה) מתייחסת למקרה שבו הפסוק . השורה השנייה F אינו נכון, ולכן ערך האמת שלו ¬A. במקרה זה הפסוק Tערך האמת שלו  A¬. במקרה זה הפסוק F אינו נכון: ערך האמת שלו Aבטבלה מתייחסת למקרה שבו הפסוק .  Tנכון, ולכן ערך האמת שלו 

				 טבלת האמת של הפסוק המורכב "וגם" .4.2	

				:  A˄Bזוהי טבלת האמת של הפסוק המורכב 

				בטבלה זו, שתי העמודות הימניות מציינות את ערכי האמת האפשריים של שני הפסוקים  המרכיבים את הפסוק המורכב, B ו-Aהאטומיים והעמודה השמאלית מציינת את ערכי האמת .  A˄Bהמתאימים של הפסוק המורכב 

				כמה שורות יש בטבלת האמת של פסוק? כל שורה בטבלת האמת מתייחסת להצבה מסוימת של ערכי אמת בכל אחד מהפסוקים האטומיים המרכיבים את הפסוק המורכב. למשל, הפסוק , ולכן F ו-T יש שני ערכי אמת אפשריים, A. לפסוק A תלוי בפסוק אטומי יחיד, ¬Aהמורכב  ושורה אחת לערך T יש שתי שורות, שורה אחת לערך האמת ¬Aבטבלת האמת של הפסוק . Fהאמת 

				, ולכל פסוק אטומי יש שני ערכי אמת B ו-A מכיל שני פסוקים אטומיים A˄Bהפסוק המורכב  נכון, (ב) B נכון ו-A שורות, המתאימות למקרים אלה: (א) 2×2=4. לכן בטבלה יש F ו-Tאפשריים –  אינו נכון. בהמשך נראה משפטים B אינו נכון ו-B אינו נכון. A נכון, (ד) B אינו נכון ו-A אינו נכון, (ג) B נכון ו-A 2×2×2=8, ובטבלת האמת שלהם יהיו C ו-B, Aמורכבים המכילים שלושה פסוקים אטומיים שורות.  

				 A אומרת שכאשר ערך האמת של הפסוק A˄Bהשורה הראשונה בטבלת האמת של הפסוק . ואכן, הפסוק T הוא A˄B, גם ערך האמת של הפסוק T הוא B וערך האמת של הפסוק Tהוא  67="המרחק בין תל אביב לירושלים הוא B איש" נכון וגם הפסוק 700,000="בירושלים חיים A" נכון. B וגם Aקילומטר" נכון, ולכן גם הפסוק "
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				" אינו נכון. לדוגמה, אם המרחק בין תל אביב לירושלים אינו 67 קB וגם A אינו נכון, גם הפסוק "B ו-Aאם לפחות אחד מהפסוקים  אינו נכון) כי אז גם הפסוק "בירושלים B קילומטר (כלומר, הפסוק 67בין תל אביב לירושלים אינו  קילומטר" אינו נכון. לכן בשורה 67 איש וגם המרחק בין תל אביב לירושלים הוא 700,000חיים  וערך האמת של T הוא Aהשנייה של הטבלה – המתאימה למקרה שבו ערך האמת של הפסוק  A˄B. בדומה לכך, ערך האמת של הפסוק A˄B הוא F גם כאשר ערך האמת של AF הוא A˄B – ערך האמת של הפסוק F הוא Bהפסוק  (השורה השלישית T הוא B וערך האמת של הפסוק F הוא A גם כאשר ערך האמת של Fהוא  גם כאשר ערכי האמת של שני הפסוקים האטומיים F הוא A˄Bבטבלה). ערך האמת של הפסוק  (השורה הרביעית בטבלה). F הוא F (השB ו-A

				 נכון. דבר זה אינו B נכון וגם הפסוק A נכון רק אם גם הפסוק A˄Bבמילים אחרות, הפסוק !  A˄Bמפתיע, שכן זוהי בדיוק המשמעות המילולית של הפסוק 

				 טבלת האמת של הפסוק המורכב "או" .4.3	

				 נכון אם A˅Bאת כתיבת טבלת האמת של הפסוק המורכב "או" נשאיר לקוראים. זכרו שהפסוק  נכון. B או Aלפחות אחד משני הפסוקים 

				. מלאו אותה!  A˅B טבלה זו היא טבלת האמת של הפסוק 
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				 טבלת האמת של פסוק תנאי .4.4	

				". כדי לבנות את טבלת האמת של הפסוק, נתבונן B אזי A משמעו "אם A→Bהפסוק המורכב בפסוק המורכב "אם תיתן לי שני שקלים אזי אני אתן לך שוקולד". זהו פסוק מורכב המכיל שני פסוקים אטומיים: 

				 = "אתה תיתן לי שני שקלים", A

				 = "אני אתן לך שוקולד". B

				באילו מקרים ההצהרה "אם תיתן לי שני שקלים אזי אני אתן לך שוקולד" נכונה? 

				אם אתה תיתן לי שני שקלים ואני אתן לך שוקולד – אז תהיה ההצהרה נכונה. 

				אם אתה תיתן לי שני שקלים ואני אסרב לתת לך שוקולד – ההצהרה לא תהיה נכונה. 

				ומה אם אתה לא תיתן לי שני שקלים? במקרה זה, מכיוון שלא קיימת את התנאי, אין שום סיבה שאני אקיים את המסקנה, ולכן אם לא תיתן לי שני שקלים, ההצהרה "אם תיתן לי שני שקלים אזי אני אתן לך שוקולד" נכונה, בין שאתן לך שוקולד ובין שלא אתן לך שוקולד. 

				נתבונן בפסוק תנאי נוסף שמדגים אותה נקודה. הפסוק "אם לאימי קוראים מרדכי אזי אני אתן  שבו  A→Bלך מתנה" הוא פסוק תנאי שצורתו 

				 = "לאימי קוראים מרדכי", A

				 = "אתן לך מתנה". B

				ילדים שאומרים פסוק זה ואינם נותנים מתנה אינם משקרים, משום שלאימם לא קוראים מרדכי. גם כאן, אם התנאי של הפסוק אינו נכון (לאימי לא קוראים מרדכי), הפסוק כולו נכון, בין שהמסקנה נכונה ובין שאינה נכונה.  

				: A→Bהדיון מביא אותנו לטבלת האמת של הפסוק המורכב 
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				 טבלאות אמת של פסוקים מורכבים נוספים .4.5	

				לפעמים נתון לנו פסוק מורכב עוד יותר, ואז נחשב את טבלת האמת שלו בשלבים. למשל, ננסה  שורות, 4). לשם כך נרשום טבלה בעלת A˄(¬B))˅(¬Aלרשום את טבלת האמת של הפסוק ( עמודות. בשתי העמודות הראשונות נרשום 6, ו-B ושל Aאחת לכל אפשרות של ערכי האמת של .  B ושל Aאת ארבע האפשרויות של ערכי האמת של 

				
					A

				

				
					B

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					F

				

				. לכן בשתי העמודות ¬B ו-¬A) מופיעים הפסוקים A˄(¬B))˅(¬Aאנו רואים שבפסוק המורכב (, ערך T הוא Aהבאות נמלא את ערכי האמת של פסוקים אלה: כאשר ערך האמת של הפסוק , ערך האמת של הפסוק F הוא A, וכאשר ערך האמת של הפסוק F הוא ¬Aהאמת של הפסוק . ¬B. באופן דומה אנו ממלאים את העמודה של הפסוק T הוא ¬A
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				. נוסיף אותו בעמודה החמישית של A˄(¬B)כעת אפשר לחשב את ערך האמת של הפסוק  ¬B ו-Aהטבלה. הדרך הפשוטה ביותר לעשות זאת היא להתבונן בעמודות המתאימות לפסוקים שחישבנו קודם ולהשתמש בטבלת האמת של הפסוק "וגם", שגם אותה כבר חישבנו. 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				). אפשר A˄(¬B))˅(¬Aלסיום, נחשב את טבלת האמת של הפסוק המורכב שממנו התחלנו, (, ונשתמש בטבלת האמת A˄(¬B) ו-¬Aלעשות זאת אם נתבונן בעמודות המתאימות לפסוקים . 8 שחישבנו בתרגיל A˅Bשל הפסוק 
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				. (¬A)˅(¬B) זהה לטבלת האמת של הפסוק ¬(A˄B)אנו רואים שטבלת האמת של הפסוק 

				 אם יש להם אותה טבלת אמת. שקוליםשני פסוקים נקראים 

				. ¬(A˄B) ≡ (¬A)˅(¬B). למשל, נכתוב: ≡את השקילות של שני פסוקים נסמן באמצעות הסימן 

				 רשמו אילו מזוגות הפסוקים שבטבלה שקולים. אפשר להיעזר בטבלה שבסוף התרגיל. 

				
					פסוק ראשון 

				

				
					פסוק שני 

				

				
					שקולים 

				

				
					לא שקולים 

				

				
					. 1

				

				
					A˄B

				

				
					A˅B

				

				
					. 2

				

				
					A→B

				

				
					(¬A)˅(A˄B)

				

				
					. 3

				

				
					¬(¬A)

				

				
					A

				

				
					. 4

				

				
					A→A

				

				
					A˅(¬A)

				

				
					. 5

				

				
					B˄(B˅A)
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				? אפשר להיעזר בטבלה. (A˄C) → B) שקול לפסוק A˄B) → (¬C האם הפסוק (

				תשובה: 
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				. כללי היסק 6

				הלוגיקה היא שפה מדויקת ולכן היא מאפשרת לפתח כללים שבעזרתם אפשר להוכיח טיעונים שונים. בסעיף זה נבנה כמה כללי היסק שיאפשרו לנו להוכיח טיעונים. 

				 כלל ההיסק החיובי .6.1	

				נתבונן בדו-שיח בין גיל לאימא. 

				גיל: המורה שלי לחשבון למדה באוניברסיטה. 

				אימא: כיצד אתה יודע זאת?  

				גיל: כדי לקבל תעודת הוראה מורה צריך ללמוד באוניברסיטה, ולמורה שלי יש תעודת הוראה. כלומר, היא למדה באוניברסיטה. 

				גיל מוכיח את הטענה שלו – "המורה לחשבון למדה באוניברסיטה" – בעזרת שרשרת של טיעונים לוגית. האם דרך ההוכחה של גיל נכונה?  

				
					A

				

				
					B
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					F

				

				
					T

				

				נסמן  

				 = "למורה יש תעודת הוראה", A

				 = "המורה למדה באוניברסיטה". B

				 נכון (שהרי הוא אומר "המורה שלי לחשבון למדה באוניברסיטה") ושהפסוק Aגיל טוען שהפסוק  נכון (שהרי הוא אומר "כדי לקבל תעודת הוראה מורה צריך ללמוד באוניברסיטה"), ומכאן A→B נכון. כדי לראות אם הטיעון של גיל נכון, נתבונן בטבלת האמת של הפסוק Bהוא מסיק כי הפסוק : A→B

				 היא T הוא A→B וערך האמת של הפסוק T הוא Aהשורה היחידה שבה ערך האמת של הפסוק . מכאן אנו מסיקים T הוא Bהשורה הראשונה (הצבועה באפור) ובשורה זו ערך האמת של הפסוק  כי אז בהכרח ערך T הוא A→B וכן ערך האמת של הפסוק T הוא Aכי אם ערך האמת של הפסוק . ולכן הטיעון של גיל נכון: אם למורה יש תעודת הוראה ואם כדי לקבל T הוא Bהאמת של הפסוק תעודת הוראה יש ללמוד באוניברסיטה, כי אז בהכרח המורה למדה באוניברסיטה. 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				מבוא ללוגיקה מתמטית 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				נסכם את כלל ההיסק שבו השתמש גיל: 

				 נכון. B נכון, כי אז גם הפסוק A→B נכון והפסוק A→B נכון, כי A: אם הפסוק כלל ההיסק החיובי

				אפשר להשתמש בכלל ההיסק החיובי פעמים אחדות כדי להוכיח טענה. לשם כך נבחן דו-שיח נוסף בין רונית לאבא. 

				רונית: אבא, היום אנחנו צריכים ללכת לאכול גלידה? 

				אבא: מדוע? 

				 בבחינה? 95רונית: נכון שאתה ואימא גאים בי כאשר אני מקבל 

				אבא: נכון. 

				רונית: ונכון שבכל פעם שמישהו במשפחה עושה משהו שאנחנו גאים בו, המשפחה הולכת לאכול גלידה? 

				אבא: נכון. 

				 בבחינה בגיאוגרפיה. לכן צריך ללכת לאכול גלידה. 95רונית: קיבלתי 

				נבדוק שרונית השתמשה בשיחה פעמיים בכלל ההיסק החיובי. לשם כך נסמן: 

				 בבחינה בגיאוגרפיה", 95 = "קיבלתי A

				 = "אימא ואבא גאים בי", B

				 = "בני המשפחה הולכים לאכול גלידה". C

				 A→B ו- A נכון. מכיוון שהפסוקים B→C נכון והפסוק A→B נכון, הפסוק Aרונית אומרת שהפסוק   B נכון: אימא ואבא גאים ברונית. מכיוון שהפסוקים Bנכונים, מכלל ההיסק החיובי גם הפסוק  נכון: C נכונים, אפשר להשתמש בכלל ההיסק החיובי פעם נוספת ולקבל שגם הפסוק B→Cו-יש ללכת לאכול גלידה. 

				 כלל ההיסק החיובי: תנאי מספיק והכרחי .6.2	

				מאי טיפסה לראש הגבעה. האם היא תראה את השמש? כדי שמאי תראה את השמש צריכים להתקיים תנאים רבים, למשל, צריך שהשעה תהיה בין שעת הזריחה לשקיעה, שעננים לא יסתירו את השמש, ושעל הגבעה לא ייבנו מגדלי מגורים שמסתירים את השמים. התנאים שציינו נקראים תנאים הכרחיים: אם מאי רואה את השמש מראש הגבעה, בהכרח השמש זרחה ועדיין לא שקעה, בהכרח אין עננים שמכסים את השמש, ובהכרח אין בניינים המסתירים את השמש. 

				נתרגם את סיפורה של מאי לשפת תחשיב הפסוקים ונסמן: 

				A = "מאי טיפסה לראש הגבעה וראתה את השמש", 

				B = "העננים אינם מכסים את השמש". 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				 נכון: אם קיבלנו B נכון הרי שגם הפסוק  A נכון, ומכלל ההיסק החיובי, אם הפסוק A→Bהפסוק הודעה ממאי שאומרת שהיא טיפסה לראש הגבעה וראתה את השמש, אנחנו יכולים להסיק שעננים אינם מכסים את השמש במקום שבו היא נמצאת. 

				 אינו נכון, או אם איננו יודעים אם הוא נכון או לא, איננו יכולים להסיק את נכונותו  Aנשים לב שאם . למשל, אם מאי לא שלחה לנו את ההודעה, הרי שאיננו יודעים אם עננים מכסים Bשל הפסוק את השמש או לא.  

				הנה דוגמאות אחדות של משפטים שהם תנאי הכרחי להתקיימותן של מסקנות: 

				
					המשפט הזה הוא תנאי הכרחי 

				

				
					להתקיימותה של המסקנה 

				

				
					 במבחן האחרון בספרות 100קיבלתי ציון 

				

				
					 בספרות בתעודת סוף שנה  100אקבל ציון 

				

				
					אלך היום לבית הספר 

				

				
					אפגוש היום את המורה לאזרחות 

				

				
					אגיע היום לשדה התעופה 

				

				
					אטוס היום לחו”ל 

				

				 בכל המבחנים בספרות, 100 בספרות בתעודת סוף השנה עלי לקבל ציון 100כדי לקבל ציון  בספרות בתעודת 100 במבחן האחרון. לכן המשפט "אם אקבל ציון 100ובפרט עלי לקבל ציון  במבחן האחרון בספרות" נכון, ומתוך העובדה שהציון שלי 100סוף שנה אז בהכרח קיבלתי ציון  . באותו 100 אפשר להסיק שהציון שלי במבחן האחרון בספרות היה 100בספרות בתעודה הוא אופן, כדי לפגוש את המורה לאזרחות אני חייב לבקר בבית הספר. וכדי לטוס לחו"ל אני חייב להגיע לשדה התעופה.  

				ישנם תנאים שאינם הכרחיים להסקת מסקנה מסוימת. למשל, אימא ואבא גאים ביאיר כאשר  בבחינה כדי שההורים יהיו גאים בו? לא ולא. 95 בבחינה. האם הכרחי שיאיר יקבל 95הוא מקבל ישנן סיבות רבות שגורמות להורים להתגאות ביאיר, למשל, אם הוא עוזר לסבא בעבודות הבית, תנאים אם הוא מסדר את חדרו או אם הוא משחק עם אחותו הצעירה. התנאים שציינו נקראים : מספיק שנדע שאחד התנאים מתקיים כדי להסיק את המסקנה. מספיקים

				גם את סיפורו של יאיר אפשר לתרגם לשפת תחשיב הפסוקים, ולראות שהוא צורה אחרת של כלל ההיסק החיובי. נסמן 

				 = "יאיר עזר לסבא בעבודות הבית", A

				 = "אימא ואבא גאים ביאיר". B

				 נכון.  B נכון, הרי שמכלל ההיסק החיובי גם הפסוק A נכון, ולכן אם הפסוק A→Bהפסוק 
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				הנה דוגמאות נוספות של משפטים שהם תנאי מספיק להתקיימותו של משפט אחר 

				
					המשפט הזה הוא תנאי מספיק 

				

				
					להתקיימותה של המסקנה  

				

				
					אלי הבקיע היום שער 

				

				
					אלי שיחק היום כדורגל 

				

				
					נתתי לאימא נשיקה על הלחי 

				

				
					פגשתי את אימא 

				

				
					שמי הוא גיל 

				

				
					בשם שלי יש שלוש אותיות 

				

				המשפטים המופיעים בעמודה הימנית הם תנאי מספיק להתקיימותם של המשפטים המופיעים בעמודה השמאלית: מספיק לדעת שאלי הבקיע שער, כדי להסיק שהוא שיחק כדורגל, מספיק לדעת שנתתי לאימא נשיקה כדי להסיק שפגשתי אותה, ומספיק לדעת ששמי גיל כדי להסיק שבשמי יש שלוש אותיות. 

				 שהפסוק בעמודה הימנית יהיה נכון כדי שהפסוק בעמודה השמאלית יהיה הכרחינשים לב שלא נכון: ייתכן שהתנאי אינו מתקיים (שמי אינו גיל) ובכל זאת המסקנה מתקיימת (בשם שלי יש שלוש אותיות, למשל, משום ששמי דנה).  

				 במקרים שבטבלה, רשמו אם התנאי הוא תנאי מספיק ולא הכרחי, תנאי הכרחי ולא מספיק, או תנאי הכרחי ומספיק לטענה. 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				 כלל ההיסק והצבות של משפטים מורכבים .6.3	

				 נכון. את האותיות A ו-B המופיעות בכלBנכון, גם הפסוק  A→B נכון והפסוק Aכלל ההיסק החיובי אומר כי אם הפסוק  ואז כלל ההיסק A במקום D המופיעות בכלל ההיסק אפשר לשנות. למשל, אפשר לכתוב B ו-A נכון. כעת, אפשר B נכון הרי שגם הפסוק D נכון ואם הפסוק D→Bהחיובי יאמר שאם הפסוק . מכאן נקבל שאם ¬A המופיע בכלל ההיסק החיובי בפסוק אחר, למשל ב-Bלהחליף את הפסוק  אינו נכון. דוגמה לכך A נכון, כלומר הפסוק ¬A נכון כי אז גם הפסוק D נכון ואם D→(¬A)הפסוק נראה בדו-שיח זה: 

				גיל: אם הגובה שלי היה מטר וחמישים, לא הייתי משחק בנבחרת הכדורגל. 

				אימא: אבל הגובה שלך הוא מטר וחמישים. 

				גיל: ובאמת אינני משחק בנבחרת הכדורגל. 

				גיל השתמש בשני פסוקים: 

				 = "הגובה שלי מטר וחמישים" A	

				 = "אני משחק בנבחרת הכדורגל", C	

				 נכון, ולכן מכלל ההיסק החיובי נובע A נכון. אימא טענה שהפסוק A→(¬C)וטען שהפסוק  אינו נכון. C נכון אף הוא, כלומר הפסוק ¬Cשהפסוק 
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				מבוא ללוגיקה מתמטית 

			

		

		
			
				 כלל ההיסק השלילי .6.4	

				יום אחד גיל חזר הביתה והתלונן. 

				גיל: היום לא הבנתי את החומר. 

				אימא: למה לא הקשבת בשיעור? 

				גיל: מה? איך את יודעת שלא הקשבתי בשיעור? 

				אימא: כאשר אתה מקשיב בשיעור אתה מבין את החומר. אם לא הבנת את החומר, סימן שלא הקשבת בשיעור! 

				מתברר שגם אימא יודעת להסיק מסקנות בעזרת כללי היסק. נסמן: 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					T

				

				 = "גיל מקשיב בשיעור", A	

				 = "גיל מבין את החומר". B	

				 אינו נכון. מכאן אימא הסיקה כי הפסוק B נכון, וגיל הודה כי הפסוק A→Bאימא אומרת כי הפסוק . A→B אינו נכון. האם אימא צודקת? כדי לדעת זאת, נרשום שוב את טבלת האמת של הפסוק A

				 נכון היא השורה הרביעית A→B אינו נכון והפסוק Bהשורה היחידה בטבלת האמת שבה הפסוק  אינו נכון. לכן אימא צודקת וגיל לא הקשיב בשיעור. A(המסומנת באפור), ובה הפסוק 
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				 דן מספר לחברו יובל: "בכל פעם שאני מבקר את בת דודתי יעל אנחנו משחקים שחמט, ובכל פעם שאנחנו משחקים שחמט יעל מנצחת אותי. בשבת האחרונה יעל לא ניצחה אותי בשחמט". "אם כך", אומר יובל, "לא ביקרת השבת את יעל". בתרגיל זה נרשום את הכללים שבהם השתמש יובל כדי להגיע למסקנה שדן לא ביקר את יעל. 

				א.	רשמו במילים את הפסוקים שדן מתאר בסיפורו: 

				   = A	

				 = B	

				   =C	

				ב.	רשמו בשפת תחשיב הפסוקים את הפסוקים שדן מצהיר שהם נכונים. 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				ג.	רשמו את כל כללי ההיסק שיובל השתמש בהם כדי להגיע למסקנה שדן לא ביקר את יעל,      	ומה הוא הסיק מכל כלל היסק. 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				 כללי היסק נוספים .6.5	

				 יש כללי היסק רבים נוספים. למשל: 

				 נכון אף הוא. A נכון, כי אז הפסוק A˄B: אם הפסוק כלל ההיסק "וגם"

				 או 

				 נכון והפסוק A אינו נכון, כי אז הפסוק B נכון. A˅B: אם הפסוק כלל ההיסק "או" השלילי

				 (מימין) A˅Bכדי להשתכנע שכללי היסק אלו נכונים, נרשום את טבלאות האמת של הפסוקים  (משמאל). A˄Bו-
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				 נכון, A˄B (משמאל) סימַנו את השורה היחידה שבה הפסוק A˄Bבטבלת האמת של הפסוק  נכון אף הוא" A נכון כי אז הפסוק A˄B נכון. לכן כלל ההיסק "אם הפסוק Aובשורה זו הפסוק מתקיים. 

				 (מימין) סימַנו את השורה היחידה שבה הפסוק A˅Bבדומה לכך, בטבלת האמת של הפסוק  נכון A˅B נכון. לכן כלל ההיסק "אם הפסוק B נכון, ובשורה זו הפסוק A˅B אינו נכון והפסוק A נכון" מתקיים. B אינו נכון כי אז הפסוק Aוהפסוק 

				 נכון". אפשר להיעזר בטבלת האמת A˅B נכון אזי A הסבירו מדוע מתקיים כלל ההיסק: "אם  המופיעה למעלה.  A˅Bשל הפסוק 

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				
					
						[image: ]
					

					
						
							19

						

					

				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

			

		

	
		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				

			

		

		
			[image: ]
		

		
			
				ת י לדעא שכדמתמטיקה

			

		

		
			
				 אינו נכון". אפשר להיעזר B אינו נכון אזי A→B הסבירו מדוע מתקיים כלל ההיסק: "אם .  A→Bבטבלת האמת של הפסוק 

				
					A

				

				
					B

				

				
					A→B

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					[image: ]
				

				
					[image: ]
				

				  נקשיב לשיחה בין גיל לאימא: 

				גיל: אילו היה לי כסף הייתי קונה גלידה. 

				אימא: אם היית קונה גלידה, היה לך כאב שיניים. 

				גיל: אבל אין לי כאב שיניים. 

				אימא: אם כך, לא היה לך כסף. 

				נסמן: 

				 = "לגיל היה כסף", A	

				 = "גיל קנה גלידה", B	

				 = "לגיל יש כאב שיניים". C	

				רשמו בסימונים מתמטיים את הפסוקים שגיל טוען שהם נכונים: 

				רשמו בסימונים מתמטיים את הפסוק שאימא אומרת שהוא נכון: 
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				הסבירו כיצד הגיעה אימא למסקנה שלגיל לא היה כסף: 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				 רונית מספרת לאבא: "הלכתי לבית הספר וראיתי את חברתי דנה. אם הלכתי לבית הספר, הרי שראיתי את המורה. אתה יודע שאם המורה הייתה חולה לא הייתי רואה אותה בבית הספר".  

				"אם כך", אומר אבא, "המורה לא הייתה חולה היום!"  

				א.	רשמו את הפסוקים שרונית מתארת בסיפורה: 

				   = A	

				 = B	

				  =C	

				   =D	

				ב.	רשמו בסימונים מתמטיים את הפסוקים שרונית מצהירה שהם נכונים: 

				ג. רשמו את כל כללי ההיסק שבהם השתמש אבא כדי להגיע למסקנה שהמורה לא הייתה  	חולה, ומה הוא הסיק מכל כלל היסק: 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י לדעא שכדמתמטיקה

			

		

		
			
				. כַּמָּתים 7

				לפעמים אנחנו רוצים לייצג פסוקים המתייחסים לקבוצה של אנשים או של עצמים. הנה דוגמאות אחדות: 

				כל ילדי הכיתה למדו שֶבַּת-פרעה מצאה את משה שט בתיבה. 

				כל תלמיד שממוצע ציוניו גבוה מ-90 קיבל תעודת הצטיינות. 

				כל אחד מהילדים בכיתה מכיר לפחות ילד אחד בכיתה המקבילה. 

				יש ילדים בכיתה שמכירים את כל הילדים בכיתה המקבילה. 

				יש לפחות שלושה תלמידים בכיתה שכל אחד מהם מכיר לפחות שני תלמידים בכיתה המקבילה. 

				בסעיף זה נרחיב את שפת תחשיב הפסוקים: נוסיף שתי אותיות הנקראות "כַּמָּתים", המאפשרות להביע פסוקים כאלה. כַּמָּת אחד מסמן את המילה "לכל", והכַּמָּת האחר מסמן את המילה "יש". המילה "כַּמָּת" מקורה במילה "כמוּת", שכן הסימונים מאפשרים להביע פסוקים המתייחסים לכמויות. 

				 הכמת "לכל" .7.1	

				כיצד נכתוב את הפסוק "כל ילדי הכיתה למדו שֶבת-פרעה מצאה את משה שט בתיבה"? דרך אחת היא לכתוב את המשפט באמצעות פסוק אטומי: 

				 = "כל ילדי הכיתה למדו שבת-פרעה מצאה את משה שט בתיבה". A

				דרך זו מסתירה את העובדה שלפסוק יש מבנה מיוחד, ושהוא מדבר על עובדה המתקיימת לכל ילדי הכיתה. דרך אחרת היא לסמן 

				 = "דני למד שבת-פרעה מצאה את משה שט בתיבה", B	

				 = "רונית למדה שבת-פרעה מצאה את משה שט בתיבה", C	

				 = "גיל למד שבת-פרעה מצאה את משה שט בתיבה", D	

				וכן הלאה: לכל ילד בכיתה נסמן פסוק המציין את העובדה שהוא למד שבת-פרעה מצאה את  וגם ...". D וגם C וגם B יהיה הפסוק המורכב "Aמשה שט בתיבה. במצב זה, הפסוק 

				 הוא פסוק מורכב ושהוא מתקיים רק אם פסוקים אחרים Aשיטת ייצוג זו מרמזת לנו שהפסוק  וכל הפסוקים הנוספים המתאימים לילדי הכיתה האחרים. אך היא D, C, Bמתקיימים – הפסוקים  ולכל הפסוקים הנוספים יש מבנה זהה: בכולם ילד מסוים למד D, C, Bאינה מבהירה שלפסוקים שבת-פרעה מצאה את משה שט בתיבה. 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				מבוא ללוגיקה מתמטית 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				 כך: B(x)כדי לקצר את הכתיבה, אפשר להגדיר פסוק 

				 למד שבת-פרעה מצאה את משה שט בתיבה". x = "הילד B(x)

				 אינה מייצגת שם של ילד מסוים אלא היא מייצגת משתנה: היא יכולה לייצג xהאות האנגלית כל שם של ילד בקבוצת ילדים מסוימת. אנו מדברים כאן על קבוצת ילדי הכיתה, ולכן הערך של  יכול להיות כל אחד מהשמות של ילדי הכיתה. לקבוצה זו נקרא "תחום ההגדרה של xהמשתנה ". xהמשתנה 

				 הוא קבוצת הערכים שאותם המשתנה יכול לקבל.  תחום ההגדרה של משתנה

				, והפסוק הוא "עומר למד שבת-פרעה מצאה את משה B הוא בעצם (עומר)B, והפסוק הוא "עB(x) עומר, אזי =xאם , והפסוק הוא "גילה למדה שבת-פרעה מצאה את B הוא (גילה)B(x) גילה, אזי =xשט בתיבה". אם משה שט בתיבה". 

				 אינו פסוק: כל עוד איננו יודעים איזה ילד מייצג ,x B(x)אם איננו יודעים מהו הערך של המשתנה  אינו הצהרה שיכולה להיות נכונה או לא נכונה. אם נדע מה הערך של המשתנה B(x), המשפט x נכון או לא. למשל, B(x) ידוע אפשר לומר אם x יהיה פסוק, שכן רק אם הערך של B(x) – רק אז x נכון. אך אם עומר היה Bאם גילה למדה שבת-פרעה מצאה את משה שט בתיבה, הפסוק (גילה) אינו נכון. Bחולה כאשר המורה לימדה את הנושא, הרי שהפסוק (עומר)

				 הוא Aכזכור, הפסוק 

				 = "כל ילדי הכיתה למדו שבת-פרעה מצאה את משה שט בתיבה". A

				". B(x) בכיתה הפסוק x הוא: "לכל ילד Aולכן הפסוק 

				 במהופך. אות זו היא A, שהוא האות האנגלית  ∀בשפה הלוגית, את המילה "לכל" רושמים בתו B(x) בכיתה הפסוק x, שפירושה "כל". את הפסוק "לכל ילד allהאות הראשונה במילה האנגלית נכון" נרשום בקיצור כך: 

				∀x(B(x))

				 שאותו אנו קוראים "לכל", ∀כתמיד, את הפסוק מתחילים לקרוא מצד שמאל. מתחילים בסימן ". B(x) הפסוק x נקרא: "לכל ∀x(B(x)). את הפסוק B(x), ואחריו הפסוק xאחריו מגיע המשתנה , שבמקרה שלנו הוא ילדי הכיתה.  xתמיד יש לציין את תחום ההגדרה של 

				. כך, אם תחום ההגדרה z או y, למשל xמובן שאפשר להשתמש במשתנה אחר במקום המשתנה  הוא קבוצת כל הבתים בעולם, ו- yשל 

				 יש גג", y = "לבית C(y)
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				 הוא כל תושבי z אומר שלכל הבתים בעולם יש גג. אם תחום ההגדרה של ∀y(C(y))כי אז הפסוק  שנים, ו- 18ישראל שגילם מעל 

				 הצביע בבחירות האחרונות לכנסת", z= "האדם D(z) 

				 שנים הצביעו בבחירות 18 אומר שכל תושבי ישראל שגילם מעל ∀z(D(z))כי אז הפסוק האחרונות לכנסת. 

				כיצד נכתוב בשפת תחשיב הפסוקים: "אם יהיה לנו היום שיעור תנ"ך, אזי כל הילדים בכיתה ילמדו שבת-פרעה מצאה את משה שט בתיבה"? לשם כך נשתמש בפסוקים אלה: 

				 = "יהיה היום שיעור תנ"ך", E

				 ילמד שבת-פרעה מצאה את משה שט בתיבה", x = "הילד B(x)

				 הוא כל ילדי הכיתה. הפסוק "אם יהיה לנו היום שיעור תנ"ך, אזי כל xתחום ההגדרה של המשתנה הילדים בכיתה ילמדו שבת-פרעה מצאה את משה שט בתיבה" ייכתב כך: 

				E → ∀x(B(x))

				יש מקרים שבהם נשתמש ביותר ממשתנה אחד במשפט. למשל, כדי לכתוב את הפסוק "כל , xהילדים בכיתה מכירים את כל הילדים בכיתה המקבילה" נזדקק לשני משתנים: משתנה , שתחום ההגדרה שלו הוא כל ילדי הכיתה yשתחום ההגדרה שלו הוא כל ילדי הכיתה, ומשתנה המקבילה. אם נסמן: 

				", y מכיר את ילד x = "ילד B(x,y)

				את הפסוק "כל הילדים בכיתה מכירים את כל הילדים בכיתה המקבילה" נכתוב כך: 

				∀x∀y(B(x,y))

				 נתבונן בפסוק: "לכל המכוניות בעולם יש ארבעה גלגלים". הציגו את הפסוק בשפת תחשיב הפסוקים וציינו את תחום ההגדרה של המשתנה שבו אתם משתמשים. 

				 = C(x)הפסוק 

				: xתחום ההגדרה של המשתנה 

				הפסוק בשפת תחשיב הפסוקים: 
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				מבוא ללוגיקה מתמטית 

			

		

		
			
				 הגיעה היום לבושה בחצאית ירוקה"; תחום ההגדרה הוא קבוצת כל x = "ילדה B(x) נסמן הבנות בכיתה. 

				רשמו את המשמעות המילולית של הפסוקים: 

				: Bא.	(אירית)

				: ¬Bב.	(טלי)

				: (B(ירדן)) ˄ (¬B((דינה)ג.	

				: (B(ירדן)) → (¬B((דינה)ד.	

				: ∀x(B(x))ה.	

				, 	x: דני הוא בן שלומד בכיתה, ומכיוון שאינו נמצא בתחום ההגדרה של המשתנה Bו.	(דני) אינו פסוק. B	המשפט (דני)

				 = "אם לכל ילד בכיתה היו שני אחים, אזי ביום הספורט אפשר היה לארגן E נתבונן בפסוק: משחק כדורגל". נסמן: 

				 יש שני אחים", x = "לילד A(x)

				 = "ביום הספורט אפשר היה לארגן משחק כדורגל". B

				: xתחום ההגדרה של 

				:  ∀ והכמת B ,A(x) באמצעות Eרשמו את הפסוק 

				 נסמן: 

				 הגיע היום לבית הספר", x = "הילד A(x)

				 שמע הרצאה על האדם הקדמון". x = "הילד B(x)

				 הוא קבוצת ילדי הכיתה. xתחום ההגדרה של המשתנה 

				רשמו את המשמעות המילולית של הפסוקים: 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האדם  	ה על ה הרצאה ושמעו הספר לבית היום הגיעו בכיתה הילדים בכיתה כל: ∀x(A(x)˄B(x))א.	.הקדמון	

				: ∀x(A(x) ˅ B(x))ב.	

				
					[image: ]
				

				: ∀x(A(x)) ˅ ∀x(B(x))ג.	

				
					[image: ]
				

				ד.	תנו דוגמה למקרה שבו ערך האמת של הפסוק בסעיף ב' הוא "אמת" וערך האמת של הפסוק בסעיף ג' הוא "שקר": 
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				: ∀x(B(x) → (¬A(x)))ה.	

				 

				
					[image: ]
				

				 בתחום x נכון אם לכל ערך ∀x(A(x)) יש ערך אמת. הפסוק ∀x(A(x))כמו לכל פסוק, גם לפסוק  x, והוא אינו נכון אם לפחות לערך אחד בתחום ההגדרה של A(x)ההגדרה מתקיים הפסוק  אינו נכון. A(x)הפסוק 

				: A(x) לכל אחת מההגדרות הנתונות של ∀x(A(x)) קיבעו את ערך האמת של הפסוק 

				
					A(x)

				

				
					xתחום ההגדרה של המשתנה 

				

				
					אמת 

				

				
					שקר 

				

				
					לפעמים אמת ולפעמים שקר 

				

				
					 יש לב xלילד 

				

				
					כל ילדי הכיתה 

				

				
					 יש נשיא xלמדינה 

				

				
					כל מדינות העולם 

				

				
					0 ≥ x2

				

				
					כל המספרים  

				

				
					 אין שיער ג’ינג’י xלילד 

				

				
					כל ילדי הכיתה 

				

				
					 ילדים 3 יש בדיוק xלאדם 

				

				
					כל אנשי העולם 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			[image: ]
		

		
			
				 הכמת "יֵש" .7.2	

				הכַּמָּת "יש" דומה לכמת "לכל" והוא מאפשר לנו לכתוב פסוקים כדוגמת הפסוק "יש ילד בכיתה ששערו ג'ינג'י". 

				נסמן: 

				 יש שיער ג'ינג'י". x = "לילד A(x)

				 הוא ילדי הכיתה, הפסוק "יש ילד בכיתה ששערו ג'ינג'י" xכאשר תחום ההגדרה של המשתנה נרשם כך: 

				∃x(A(x))

				, exist במהופך, ואות זו היא האות הראשונה במילה האנגלית E הוא האות האנגלית ∃הסימן שמשמעותה "קיים". לכן סימן זה נבחר לציין את המילה "קיים" בשפת תחשיב הפסוקים. 

				 ואת x נתבונן בפסוק: "יש מדינה שבירתה לונדון". רשמו את תחום ההגדרה של המשתנה  מייצג את הפסוק "יש מדינה ∃x(B(x)) שעבורם הפסוק B(x)המשמעות המילולית של המשפט שבירתה לונדון".  

				: xתחום ההגדרה של המשתנה 

				"  = "B(x)
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י לדעא שכדמתמטיקה
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				 "יש לפחות שני ילדים ש..." .7.3	

				הכמת "לכל" מאפשר להביע פסוקים האומרים שתכונה מסוימת מתקיימת לכל האיברים בקבוצה מסוימת, ואילו הכמת "יש" מאפשר להביע פסוקים האומרים שתכונה מסוימת מתקיימת לפחות לאחד האיברים בקבוצה. יש פסוקים נוספים המתייחסים לכמויות, למשל "יש לפחות שני ילדים בכיתה שקוראים להם עומר", או "יש לכל היותר ילד אחד בכיתה שקוראים לו דוד". נראה עכשיו כיצד אפשר להביע משפטים כאלה באמצעות הכמתים "לכל" ו"יש". 

				כיצד נרשום בשפת תחשיב הפסוקים את הפסוק: "יש בכיתה לפחות שני ילדים ששמם עומר"?  ששמו עומר, שיהיה xכדי שבכיתה יהיו לפחות שני ילדים ששמם עומר, צריך שיהיה בכיתה ילד . נסמן אם כן: y יהיה שונה מהילד x ששמו עומר, ושהילד yבכיתה ילד 

				 הוא עומר", x = "שמו של הילד A(x)

				".  x=y = "B(x,y)

				 הם אותו ילד. y ו-x הוא "אמת" רק כאשר B(x,y)כלומר, ערך האמת של 

				 הוא y הוא עומר, שמו של x מייצגים שני ילדים בכיתה, המשפט הבא אומר ששמו של y ו-xאם  אינם אותו ילד: y ו-xעומר, ו-

				A(x) ˄ A(y) ˄ (¬B(x,y))

				 שעבורם מתקיים המשפט y וילד xבכיתה יש לפחות שני ילדים ששמם עומר אם קיימים ילד האחרון, כלומר: 

				∃x∃y (A(x) ˄ A(y) ˄ (¬B(x,y)))

				 הרשומים למעלה רשמו בתחשיב הפסוקים: "יש בכיתה לפחות שלושה B(x,y) ו-A(x) בעזרת  – כדי לתאר שלושה z, y, xילדים ששמם עומר". שימו לב שיש להשתמש בשלושה משתנים – ילדים. 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				 "יש לכל היותר ילד אחד ש..." .7.4	

				 ∃x(A(x)) הוא ילדי הכיתה, הפסוק x יש שיער ג'ינג'י", ותחום ההגדרה של x = "לילד A(x)כאשר אומר שיש לפחות ילד אחד בכיתה ששיערו ג'ינג'י. כיצד נכתוב שיש לכל היותר ילד אחד ששיערו ג'ינג'י? נקשיב לשיחה הבאה בין אבא לרונית, שבה רונית מנסה להסביר לאבא כיצד לכתוב פסוק זה. 

				רונית: אם יש לכל היותר ילד אחד ששיערו ג'ינג'י, לא יכול להיות שיש שני ילדים ג'ינג'ים בכיתה. לכן, אם אתה מצביע על ילד ג'ינג'י וגם אני מצביעה על ילד ג'ינג'י – אנחנו מצביעים על אותו ילד! 

				אבא: בסדר. 

				 x". תחום ההגדרה של x=y שהגדרנו קודם ושמשמעותו היא "B(x,y)רונית: נשתמש במשפט  יציין את y יציין את הילד שעליו אתה מצביע, והמשתנה x הוא כל ילדי הכיתה. המשתנה yושל  הם ג'ינג'ים, הם אותו ילד: y ו-xהילד שעליו אני מצביעה. הפסוק הבא אומר שאם 

				(A(x) ˄ A(y)) →  B(x,y)

				והפסוק הבא אומר שכל זוג ילדים שעליהם נצביע – אם שניהם ג'ינג'ים הם אותו ילד, והדבר קורה רק כאשר בכיתה יש לכל היותר ילד ג'ינג'י אחד. 

				  ∀x∀y ( (A(x) ˄ A(y)) → B(x,y) )

				אבא: אני חושב שאפשר לרשום את הפסוק הזה בדרך נוספת. נניח שיש לכל היותר ילד ג'ינג'י  שעליו אתה מצביע y אחר, אז הילד y ג'ינג'י ואת מצביעה על ילד xאחד. אם אני מצביע על ילד אינו ג'ינג'י. 

				רונית: הגיוני מאוד. 

				אבא: בשפת תחשיב הפסוקים, המשפט שאמרתי הוא: 

				 (A(x) ˄ (¬B(x,y)))→ (¬A(y))

				 לכן גם פסוק זה אומר שבכיתה יש לכל היותר ילד ג'ינג'י אחד: 

				  ∀x∀y ( (A(x) ˄ (¬B(x,y))) → (¬A(y)) )
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				  בתרגיל זה נראה שאת הפסוק "יש בכיתה לכל היותר ילד ג'ינג'י אחד" אפשר לכתוב כך: 

				∀x∀y ( B(x,y) ˅ (A(x) →(¬A(y))) )

				: B(x,y) ˅ (A(x) →(¬A(y)))א.	רשמו במילים את משמעות הביטוי 

				
					[image: ]
				

				 אומר שיש בכיתה לכל היותר ילד  ∀x∀y ( B(x,y) ˅ (A(x) →(¬A(y))) )ב.	הסבירו מדוע הפסוק 	ג'ינג'י אחד: 

				
					[image: ]
				

				 בתרגיל זה נרשום בשפת תחשיב הפסוקים את הפסוק: "יש בדיוק מדינה אחת שבירתה לונדון". נשים לב שהפסוק "יש בדיוק מדינה אחת שבירתה לונדון" שקול לפסוק "יש לפחות מדינה אחת שבירתה לונדון וגם יש לכל היותר מדינה אחת שבירתה לונדון".  

				 היא לונדון". x = "בירתה של המדינה D(x)נסמן 

				 הוא: xא.	תחום ההגדרה של 

				ב.	רשמו בשפת תחשיב הפסוקים את הפסוק "יש לפחות מדינה אחת שבירתה לונדון": 

				ג.	רשמו בשפת תחשיב הפסוקים את הפסוק "יש לכל היותר מדינה אחת שבירתה לונדון". 	".  x=y = "B(x,y)	השתמשו בפסוק 

				  

				ד.	רשמו בשפת תחשיב הפסוקים את הפסוק "יש בדיוק מדינה אחת שבירתה לונדון":  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				 "כל ילד בכיתה מכיר ילד בכיתה המקבילה" .7.5	

				בכל הפסוקים שרשמנו עד כה הופיעו הכמת "לכל" (ייתכן שפעמים אחדות) או הכמת "יש" (ייתכן שפעמים אחדות). נראה עכשיו כיצד אפשר להשתמש בשני כמתים אלה כדי לרשום את הפסוק "כל ילד בכיתה מכיר ילד בכיתה המקבילה". 

				דרך אחת לרשום את הפסוק הזה היא לסמן: 

				 מכיר ילד בכיתה המקבילה".  x = "הילד C(x)

				 הוא כל ילדי הכיתה, אזי הפסוק xאם תחום ההגדרה של 

				∀x(C(x))

				אומר שכל ילד בכיתה מכיר ילד בכיתה המקבילה. יש דרך נוספת לרשום את הפסוק. נסמן: 

				. y מכיר את הילד x = הילד D(x,y)

				 הוא כל ילדי הכיתה המקבילה, y הוא כל ילדי הכיתה ותחום ההגדרה של xאם תחום ההגדרה של אזי הפסוק  

				∀x∃y(D(x,y))

				אומר: "כל ילד בכיתה מכיר לפחות ילד אחד בכיתה המקבילה". 

				 נתבונן בפסוק: "לכל ילד יש אב ואם". נסמן: 

				", x הוא האב של y = "A(x,y)	

				". x היא האם של z = "B(x,z)	

				: z ו-y, xא.	רשמו את תחום ההגדרה של המשתנים 

				: x	תחום ההגדרה של 

				: y	תחום ההגדרה של 

				: z	תחום ההגדרה של 

				:  ∃ ו-∀ והכמתים A(x,y)ב.	רשמו את הפסוק "לכל ילד יש אב" באמצעות 
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				:  ∃ ו-∀ והכמתים B(x,z)ג.	רשמו את הפסוק "לכל ילד יש אם" באמצעות 

					

				. שימו לב ∃ ו-∀ והכמתים ∀ ו-∃. שיB(x,z), A(x,y)ד.	רשמו את הפסוק "לכל ילד יש אב ואם" באמצעות . ∃	שיש להשתמש פעמיים בכמת 

					

				 = "לכל ילד יש חבר ששמו אסף". נסמן: D נתבונן בפסוק: 

				 הוא אסף", x = "שמו של A(x)	

				". y הוא חבר של הילד x = "הילד B(x,y)	

				: xא.	תחום ההגדרה של 

				: yב.	תחום ההגדרה של 

				:  ∃ ו-∀ והכמתים ∀ ו-∃:  	B(x,y), A(x) באמצעות Dג.	רשמו את הפסוק 
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				מבוא ללוגיקה מתמטית 

			

		

		
			
				 = "לכל ילד ששמו עופר יש חבר ששמו אסף". נסמן: Dנתבונן בפסוק: 

				 הוא עופר", x = "שמו של A(x)	

				 הוא אסף", y = "שמו של B(y)	

				". x הוא חבר של הילד y = "הילד C(x,y)	

				. כיצד נעשה C(x,y), B(y), A(x) בשפת תחשיב הפסוקים באמצעות Dברצוננו לכתוב את הפסוק  שייצג את החבר. מכאן שתחום y שייצג את הילד שבו מדובר, ו-xזאת? נשתמש בשני משתנים: , ∀x ב-D הוא כל הילדים בעולם. מובן שעלינו להתחיל את הפסוק y ו-xההגדרה של המשתנים כלומר "לכל ילד", אבל איך נמשיך?  

				 שמשמעותו זהה למשמעות המקורית של Dלשם כך נצטרך למצוא ניסוח שונה מעט לפסוק  היא "לכל Dהפסוק ואפשר לכתוב אותו בשפת תחשיב הפסוקים. דרך אפשרית לניסוח הפסוק ילד, אם שמו של הילד הוא עופר כי אז יש לו חבר ששמו אסף". לכן דרך אחת להציג את הפסוק  בשפת תחשיב הפסוקים היא D

				∀x (A(x) → (∃y(B(y) ˄ C(x,y))))

				 הוא "לכל ילד, או שמו אינו עופר או יש לו חבר ששמו אסף". נבדוק Dניסוח שקול נוסף לפסוק שהניסוח הזה שקול לניסוח המקורי של הפסוק "לכל ילד ששמו עופר יש חבר ששמו אסף". נתבונן אם כן במשפט "לכל ילד, או שמו אינו עופר או יש לו חבר ששמו אסף". אם שם הילד הוא עופר, הרי שהחלק הראשון של המשפט ("או שמו אינו עופר") אינו מתקיים, ולכן טבלת האמת של הפסוק המורכב "או" מחייבת שהחלק השני יתקיים, כלומר, יש לילד חבר ששמו אסף. אם שמו של הילד אינו עופר, הרי שהחלק הראשון של המשפט מתקיים, ואז טבלת האמת של הפסוק המורכב "או" אינה מחייבת שהחלק השני של המשפט יתקיים: ייתכן שלילד יש או אין חבר ששמו אסף. מכאן שהפסוק "לכל ילד, או שמו אינו עופר או יש לו חבר ששמו אסף" באמת שקול לפסוק  אפשר לכתוב גם כך:  D"לכל ילד ששמו עופר יש חבר ששמו אסף". במילים אחרות, את הפסוק 

				∀x ((¬A(x)) ˅ ∃y (B(y) ˄ C(x,y)))
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				ת י לדעא שכדמתמטיקה

			

		

		
			
				 = "לכל ילד ששמו אינו אסף יש חבר ששמו אסף". נסמן: D נתבונן בפסוק: 

				 = "שמו של x הוא אסף", A(x)	

				 = "הילד y הוא חבר של הילד x". C(x,y)	

				 וסימנים לוגיים נוספים. ייתכן שיש ∃ ו-∀, הכמתים ∀ ו-∃ וסיC(x,y), A(x) באמצעות Dרשמו את הפסוק  פעמיים! A(x)להשתמש במשתנים נוספים. שימו לב שיש להשתמש ב-

				
					[image: ]
				

				 הוא כל y הוא כל הבנים בכיתה ותחום ההגדרה של המשתנה x תחום ההגדרה של המשתנה  הוא כל ילדי הכיתה (בנים ובנות). נסמן: zהבנות בכיתה. תחום ההגדרה של המשתנה 

				 = "לילד z יש חולצה אדומה", D(z)

				 = "הילד z אוהב לשחק כדורגל". C(z)

				 וקשרים לוגיים נוספים. ייתכן C(y), C(x), D(y), D(x)רשמו את הפסוקים הבאים באמצעות שיש להשתמש במשתנים נוספים. 

				א.	"כל הבנים בכיתה אוהבים לשחק כדורגל, ויש בת בכיתה הלובשת חולצה אדומה": 

					

				ב.	"כל הבנות בכיתה אוהבות לשחק כדורגל, ואין בת בכיתה הלובשת חולצה אדומה": 

					

				ג.	"אם כל הבנים בכיתה אוהבים לשחק כדורגל, אזי יש בת בכיתה הלובשת חולצה אדומה": 

					

				ד.	"אם יש שתי בנות בכיתה האוהבות לשחק כדורגל, כי אז יש שני בנים בכיתה הלובשים חולצה ": x=y = "B(x,y)	אדומה". השתמשו בפסוק 
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				מבוא ללוגיקה מתמטית 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				 קשרים בין הכמתים "לכל" ו"יש" 7.6	

				בסעיף זה נראה שהכמתים "לכל" ו"יש" קשורים זה לזה, ואפשר להביע את האחד באמצעות האחר. נתבונן בפסוק  

				 = "לכל ילד בכיתה יש כלב". A

				 הוא ילדי הכיתה ו- x כאשר תחום ההגדרה של המשתנה A = ∀x(B(x))מכאן 

				 יש כלב". x = "לילד B(x)

				 אינו נכון, בהכרח יש ילד בכיתה שאין לו כלב. כלומר, יש ילד בכיתה שעבורו הפסוק Aאם הפסוק  נכון! נסכם זאת: ∃x(¬B(x)) אינו נכון כי אז הפסוק A) אינו נכון. במילים אחרות, אם הפסוק B(x

				. ∃x(¬B(x)) שקול לפסוק ¬(∀x(B(x)))הפסוק 

				 הוא ילדי הכיתה. x יש אחות ששמה חגית"; תחום ההגדרה של x = "לילד B(x) נסמן 

				: ¬(∃x(B(x))א.	רשמו את המשמעות המילולית של הפסוק 

					

					

				: ∀x(¬B(x))ב.	רשמו את המשמעות המילולית של הפסוק 

					

					

				: ∀x(¬B(x)) שקול לפסוק ¬(∃x(B(x))ג.	הסבירו מדוע הפסוק 
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				ת י לדעא שכדמתמטיקה

			

		

		
			
				. סיכום 8

				בחוברת זו למדנו את שפת תחשיב הפסוקים, שהיא שפה המאפשרת לכתוב משפטים שמשמעותם מוגדרת היטב ואין עליה עוררין. הגדרנו את ערך האמת של פסוק, שאומר אם פסוק נכון או אינו נכון. ראינו כיצד אפשר להסיק מהו ערך האמת של פסוק מורכב מערכי האמת של הפסוקים האטומיים המרכיבים אותו, וכיצד אפשר לטעון טענות לוגיות ולהוכיח את נכונותן. 

				שפת תחשיב הפסוקים היא טעימה ראשונה מהתחום העשיר של לוגיקה מתמטית, העוסק בנושאים מגוונים.  

				בתחשיב הפסוקים, משפטים יכולים להיות נכונים או לא נכונים, ולכן השפה מתארת לוגיקה דו-ערכית: ערך האמת של פסוק יכול להיות אחד משני ערכים אפשריים – אמת או שקר. יש לוגיקות רב-ערכיות שבהן משפטים יכולים לקבל ערכים נוספים. לדוגמה, בלוגיקה תלת-ערכית משפטים יכולים להיות נכונים, לא נכונים או בעלי ערך אמת לא ידוע.  

				ראינו כיצד אפשר להוכיח טענות באמצעות כללי היסק. שאלה חשובה בתחום היא אם אפשר להוכיח או להפריך כל טענה. כלומר, אם לכל טענה שאדם יעלה על דעתו אפשר לרשום רשימה של כללי היסק שמהם היא נובעת, או למצוא דוגמה של ערכי אמת למשתנים המרכיבים אותה שעבורם היא אינה מתקיימת. המשפט הידוע בתחום אומר שכאשר השפה שבה אנחנו משתמשים עשירה דיה, יש פסוק שאותו אי-אפשר להוכיח או להפריך. 

				אנחנו מקווים שהחוברת עניינה אתכם ושתמשיכו לקרוא חוברות בסדרה. חוברות נוספות אפשר . XXXלמצוא באתר האינטרנט שלנו שכתובתו 
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				מבוא ללוגיקה מתמטית 

			

		

		
			
				. סיכום המושגים וההגדרות 9

				 הוא משפט המציין עובדה שיכולה להיות נכונה או לא נכונה. .	פסוק1

				 של פסוק הוא "אמת" אם הפסוק נכון, והוא "שקר" אם הפסוק אינו נכון. .	ערך האמת2

				 הוא פסוק נכון בכל מקרה: ערך האמת שלו תמיד "אמת". 3.	טאוטולוגיה

				 הוא פסוק שאינו נכון בכל מקרה: ערך האמת שלו תמיד "שקר". 4.	סתירה

				: "A אינו נכון". ¬A	5.

				B: "A וגם B". ˄	A6.

				B: "A או B". ˅	A7.

				: "A גורר את B" או "אם A נכון אזי B נכון". A→B	8.

				 הוא פסוק המכיל אות אחת בלבד – A, B, C וכדומה. 9.	פסוק אטומי

				. 11∃, ∃.∀, ∀,→ , ¬, ˅, ˅ ˄ הוא פסוק המכיל לפחות את אחד הסימנים 01.	פסוק מורכב

				 של פסוק היא טבלה המקשרת בין ערכי האמת של הפסוקים האטומיים 	11.	טבלת האמת	המרכיבים את הפסוק לבין ערך האמת של הפסוק כולו. 

				 אם יש להם אותה טבלת אמת. שקולים	שני פסוקים הם 21.

				B נכון, כי אז גם הפסוק B נכון. →: אם הפסוק A נכון והפסוק A31.	כלל ההיסק החיובי

				B נכון והפסוק B אינו נכון, כי אז גם הפסוק A אינו נכון. →: אם הפסוק A41.	כלל ההיסק השלילי

				B נכון כי אז הפסוק A נכון אף הוא. ˄: אם הפסוק A51.	כלל ההיסק "וגם"

				B נכון והפסוק A אינו נכון, כי אז הפסוק B נכון. ˅: אם הפסוק A61.	כלל ההיסק "או" השלילי

				 הוא קבוצת הערכים שאותם המשתנה יכול לקבל.  71.	תחום ההגדרה של משתנה

				. C(x): לכל x מתקיים הפסוק ∀x(C(x))	81.

				 מתקיים. C(x): קיים x שעבורו הפסוק ∃x(C(x))	91.
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				ת י לדעא שכדמתמטיקה

			

		

		
			
				. דמויות המופיעות בחוברת 10

				 לפני הספירה) היה מגדולי הפילוסופים של 322–384 (אריסטוהעת העתיקה. נוסף על הלוגיקה תרם אריסטו למדעי המדינה: הוא זיהה שיטות ממשל טובות (מלוכה, אריסטוקרטיה ושלטון בעלי הרכוש) ושיטות ממשל שליליות (רודנות, שלטון העשירים ודמוקרטיה) וטען שהן מחליפות זו את זו במחזוריות. הוא תרם גם למדע וכתב על פיזיקה, על ביולוגיה, על אסטרונומיה וקוסמולוגיה. 

				  

				 לפני הספירה) היה פילוסוף יווני. הוא פיתח 205–280 (קריספיוסאת הרעיונות העומדים מאחורי תחשיב הפסוקים וכללי ההיסק כפי שהבאנו אותם בחוברת. הוא אמר שהיקום הוא הנשמה והמוח השולט של עצמו, וטען שלכל עצם בעולם יש נשמה.  

				) היה פילוסוף ותיאולוג (חוקר דת) 1142–1079 (פייר אַבֶּלַרְדצרפתי, שקידם את שיטת ההוכחה הפורמלית. הוא הסתכסך עם המורה שלו וגם עם מלומדים אחרים, נשפט על ידי הכנסייה ונענש לחיות במנזר. למרות זאת נשאר מורה אהוד ותלמידים רבים באו לשמוע את הרצאותיו. 

				  

			

		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				Marie-Lan Nguyen © 

			

		

		
			[image: ]
		

	
		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			[image: ]
		

		
			
				

			

		

		
			[image: ]
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				. פתרונות לתרגילים 11

				
					משפט 

				

				
					פסוק 

				

				
					לא פסוק 

				

				
					אתמול פגשתי את דן. 

				

				
					X

				

				
					מה אתה רוצה? 

				

				
					X

				

				
					אני אוהב יוגורט. 

				

				
					X

				

				
					אני אוהב יוגורט ואתה אוהב פיצה. 

				

				
					X

				

				
					בשום פנים ואופן לא! 

				

				
					X

				

				
					אורית אמרה “בשום פנים ואופן לא!” 

				

				
					X

				

				
					כל הילדים בכיתה אמרו “בשום פנים ואופן לא!” 

				

				
					X

				

				
					מתי ראית את המורה? 

				

				
					X

				

				
					יש ילד בכיתה שקוראים לו רון. 

				

				
					X

				

				
					אתה צודק או אתה טועה. 

				

				
					X

				

				
					אם אתה צודק אתן לך חיבוק. 

				

				
					X

				

				
					תודה שהשתתפת במסיבה שלי. 

				

				
					X

				

				 = "יש לי עיפרון אדום", A נסמן	

				 = "יש לי קלמר ירוק", B

				 = "יש לי תיק סגול". C

				. יש→, ˅, ˅,˄, ¬, C, B, Aרשמו את הפסוקים הבאים באמצעות הסימנים 

				A˄Bיש לי עיפרון אדום וקלמר ירוק: 

				 ¬ Cאין לי תיק סגול: 

				B˅Aיש לי קלמר ירוק או יש לי עיפרון אדום: 

				C→Bאם יש לי תיק סגול אזי יש לי קלמר ירוק: 

				 = "יש לי עיפרון אדום", A היו:	2 הפסוקים שהופיעו בתרגיל 

				 = "יש לי קלמר ירוק", B	

				 = "יש לי תיק סגול". C	

				 וסימני הסוגריים (ו-). →, ˅,˄, ¬, C, B, Aרשמו את הפסוקים הבאים באמצעות הסימנים 

				A˄B˄(¬C)יש לי עיפרון אדום וקלמר ירוק ואין לי תיק סגול: 

				¬(C˄B)לא נכון שיש לי תיק סגול וקלמר ירוק: 

				(¬B)˅(A˄B)אין לי קלמר ירוק או יש לי עיפרון אדום וקלמר ירוק: 

				C→(¬B)אם יש לי תיק סגול אזי אין לי קלמר ירוק: 

				(¬C)→Bאם אין לי תיק סגול אזי יש לי קלמר ירוק: 

				(¬C)˄(¬B)˄Aאין לי תיק סגול, אין לי קלמר ירוק ויש לי עיפרון אדום: 
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				ת י לדעא שכדמתמטיקה

			

		

		
			
				, ”יש לי עיפרון אדום“ = A היו	A = “5 ו-4 הפסוקים שהופיעו בתרגילים 

				, ”ירוק קלמר ירו לי ק יש = "B	

				. ”סגול תיק לי ת יש = "C	

				רשמו את המשמעות המילולית של פסוקים אלה: 

				: יש לי עיפרון אדום או אין לי תיק סגול. A˅(¬C)

				: אם יש לי עיפרון אדום ואין לי קלמר ירוק, אזי אין לי תיק סגול.  (A˄(¬B))→(¬C)

				: אין לי עיפרון אדום ואין לי תיק סגול.  (¬A)˄(¬C)

				: יש לי תיק סגול או אין לי קלמר ירוק, וגם אין לי תיק סגול או יש לי עיפרון אדום.  (C˅(¬B))˄((¬C)˅A)

				 לכל אחד מהפסוקים רשמו אם ערך האמת שלו "אמת" או "שקר".  

				
					פסוק 

				

				
					אמת 

				

				
					שקר 

				

				
					ראש הממשלה הראשון של מדינת ישראל היה דוד בן גוריון. 

				

				
					X

				

				
					בכל יום שלישי יש למחנכת שלי יום חופשי. 

				

				
					6=1+5

				

				
					X

				

				
					להורים שלי יש שלושה ילדים. 

				

				
					לכל אדם יש בדיוק שלושה ילדים. 

				

				
					X

				

				 יכול להיות אמת או שקר, בהתאם לדובר. 4 ו-2	ערך האמת של פסוקים 

				 לכל אחד מהפסוקים – רשמו אם הוא טאוטולוגיה, סתירה או לא זה ולא זה.

				
					פסוק 

				

				
					טאוטולוגיה 

				

				
					סתירה 

				

				
					לא טאוטולוגיה 

					ולא סתירה 

				

				
					אני בן אדם. 

				

				
					X

				

				
					אני בן אדם או אני חילזון. 

				

				
					X

				

				
					לא נכון שאני בן אדם. 

				

				
					X

				

				
					לא נכון שלא נכון שאני בן אדם. 

				

				
					X

				

				
					החלון פתוח, או החלון סגור והווילון פתוח. 

				

				
					X

				

				
					. 10>5

				

				
					X

				

				
					. 10<5

				

				
					X

				

				
					מרובע הוא מצולע בעל ארבע צלעות. 

				

				
					X

				

				 רשמו שתי טאוטולוגיות ושתי סתירות. 

				אני אוהב אותך או אינני אוהב אותך. 	א.טאוטולוגיות:	

						ב.	בכל פעם שמישהו יוצא מהים לבוש בבגד ים בלבד הוא רטוב. 

				מחר השמש תזרח בצד מערב. 	א.סתירות:	

						ב.	זהו מרובע בעל חמש צלעות. 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				. מלאו אותה!  A˅B טבלה זו היא טבלת האמת של הפסוק 

				
					A

				

				
					B

				

				
					A˅B

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					F

				

				. (B˅(¬A))˄(¬B) חשבו את טבלת האמת של הפסוק 

				
					A

				

				
					B

				

				
					¬A

				

				
					¬B

				

				
					B˅(¬A)

				

				
					) B˅(¬A))˄(¬B(
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					T
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					F

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					T

				

				. (C˄(¬A))˅((¬B)˄A) חשבו את טבלת האמת של הפסוק 

				
					A

				

				
					B

				

				
					C

				

				
					¬A

				

				
					¬B

				

				
					C˄(¬A)

				

				
					(¬B)˄A

				

				
					(C˄(¬A))˅((¬B)˄A)

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					F
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					F

				

				
					T
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					T
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					F

				

				
					F

				

				
					F
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					T
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					F
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י לדעא שכדמתמטיקה

			

		

		
			
				. (A→(¬C))˄((¬B)˅C) חשבו את טבלת האמת של הפסוק 

				
					A

				

				
					B

				

				
					C

				

				
					¬B

				

				
					¬C

				

				
					A→(¬C)

				

				
					(¬B)˅C

				

				
					(A→ (¬C))˄((¬B)˅C)

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					T

				

				
					T

				

				 אילו מהפסוקים הבאים הם טאוטולוגיות, אילו סתירות ואילו אינם טאוטולוגיות ואינם סתירות? אפשר להיעזר בטבלה המופיעה אחרי התרגיל. 

				
					פסוק 

				

				
					טאוטולוגיה 

				

				
					סתירה 

				

				
					לא טאוטולוגיה ולא סתירה 

				

				
					A א.

				

				
					X

				

				
					A˅(¬A) ב.

				

				
					X

				

				
					A˅A ג.

				

				
					X

				

				
					A˄(¬A) ד.

				

				
					X

				

				 אילו מהפסוקים הבאים הם טאוטולוגיות, אילו סתירות ואילו אינם טאוטולוגיות ואינם סתירות? אפשר להיעזר בטבלאות המופיעה אחרי התרגיל. 

				
					פסוק 

				

				
					טאוטולוגיה 

				

				
					סתירה 

				

				
					לא טאוטולוגיה ולא סתירה 

				

				
					A˅B א.

				

				
					X

				

				
					A˅(A →B) ב.

				

				
					X

				

				
					((¬B) →A)˄((¬A)˄(¬B)) ג.

				

				
					X

				

				
					(A˄(¬B)) → (¬A) ד.
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				 רשמו פסוק שזוהי טבלת האמת שלו:

				
					A

				

				
					B

				

				
					פסוק 

				

				
					T
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					T

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					F
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					T

				

				
					T

				

				
					F

				

				
					F

				

				
					T

				

				. (¬A)˅Bהפסוק הוא: 

				 רשמו אילו מזוגות הפסוקים שבטבלה שקולים. אפשר להיעזר בטבלה שבסוף התרגיל. 

				
					פסוק ראשון 

				

				
					פסוק שני 

				

				
					שקולים 

				

				
					לא שקולים 

				

				
					. 1

				

				
					A˄B

				

				
					A˅B
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					. 2

				

				
					A→B

				

				
					(¬A)˅(A˄B)
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					. 3

				

				
					¬(¬A)
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					. 4

				

				
					A→A

				

				
					A˅(¬A)

				

				
					X

				

				
					. 5

				

				
					B˄(B˅A)

				

				
					B

				

				
					X

				

				, משום שטבלת האמת שלהם שונה, כפי שאפשר לא? (A˄C) → B שקול לפסוק (A˄B) → (¬C) האם הפסוק לראות בטבלה: 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					(A˄B) → (¬C)
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					(A˄C) → B
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				ת י לדעא שכדמתמטיקה

			

		

		
			
				 במקרים שבטבלה, רשמו אם התנאי הוא תנאי מספיק ולא הכרחי, תנאי הכרחי ולא מספיק, או תנאי הכרחי ומספיק לטענה. 

				
					תנאי 

				

				
					מסקנה 

				

				
					תנאי הכרחי  

				

				
					תנאי מספיק  

				

				
					לצורה זו יש ארבע צלעות 

				

				
					צורה זו היא ריבוע 

				

				
					כן 

				

				
					לא 

				

				
					לצורה זו יש ארבע צלעות 

				

				
					צורה זו היא מרובע 

				

				
					כן 

				

				
					כן 

				

				
					אשחק כדורגל 

				

				
					אבקיע שער במשחק כדורגל 

				

				
					כן 

				

				
					לא 

				

				
					יצור זה הוא יונק 

				

				
					יצור זה הוא אדם 

				

				
					כן 

				

				
					לא 

				

				
					יצור זה הוא אדם 

				

				
					יצור זה הוא יונק 

				

				
					לא 

				

				
					כן 

				

				
					רון הוא אחי 

				

				
					רון הוא בן ויש לנו אותו הורה 

				

				
					כן 

				

				
					כן 

				

				 דן מספר לחברו יובל: "בכל פעם שאני מבקר את בת דודתי יעל אנחנו משחקים שחמט, ובכל פעם שאנחנו משחקים שחמט יעל מנצחת אותי. בשבת האחרונה יעל לא ניצחה אותי בשחמט". "אם כך", אומר יובל, "לא ביקרת השבת את יעל".  

				רשמו במילים את הפסוקים שדן מתאר בסיפורו: 

				 = אני מבקר את בת דודתי יעל. A

				 = יעל ואני משחקים שחמט. B

				 = יעל מנצחת אותי בשחמט. C

				. ¬C, B→C, A→B רשמו בשפת תחשיב הפסוקים את הפסוקים שדן מצהיר שהם נכונים:

				רשמו את כל כללי ההיסק שיובל השתמש בהם כדי להגיע למסקנה שדן לא ביקר את יעל, ומה הוא הסיק מכל כלל היסק. 

				 נכון: אני ויעל לא שיחקנו שחמט בשבת. ¬B ומכלל ההיסק השלילי הסיק יובל כי הפסוק ¬C, B→Cמהפסוקים 

				 נכון: בשבת לא ביקרתי את יעל. ¬A ומכלל ההיסק השלילי הסיק יובל כי הפסוק ¬B, A→Bמהפסוקים 

				 נכון".  A˅B נכון אזי A הסבירו מדוע מתקיים כלל ההיסק: "אם 

				, גם ערך האמת של T הוא A שבהן ערך האמת של הפסוק A˅Bבכל השורות של טבלת האמת של הפסוק . T הוא A˅Bהפסוק 

				 אינו נכון".  B אינו נכון אזי A→B הסבירו מדוע מתקיים כלל ההיסק: "אם 

				. בשורה זו ערך האמת של F שבה ערך האמת של הפסוק הוא A→Bיש שורה אחת בטבלת האמת של הפסוק  אינו נכון. B אינו נכון, בהכרח גם הפסוק A→B. לכן, אם הפסוק F אף הוא Bהפסוק 
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				מבוא ללוגיקה מתמטית 

			

		

		
			
				 נקשיב לשיחה בין גיל לאימא: 

					גיל: אילו היה לי כסף הייתי קונה גלידה. 

					אימא: אם היית קונה גלידה, היה לך כאב שיניים. 

					גיל: אבל אין לי כאב שיניים. 

					אימא: אם כך, לא היה לך כסף. 

				נסמן: 

				 = "לגיל היה כסף", A	

				 = "גיל קנה גלידה", B	

				 = "לגיל יש כאב שיניים". C	

				רשמו בסימונים מתמטיים את הפסוקים שגיל טוען שהם נכונים: 

				. A→Bאילו היה לי כסף הייתי קונה גלידה: 

				. ¬Cאין לי כאב שיניים: 

				רשמו בסימונים מתמטיים את הפסוק שאימא אומרת שהוא נכון: 

				. B→C	אם היית קונה גלידה, היה לך כאב שיניים: 

				בירו כיצד הגיעה אימא למסקנה שלגיל לא היה כסף. הס

				 נכון ואם A→Bאימא השתמשה פעמיים בכלל ההיסק השלילי. כזכור, כלל ההיסק השלילי אומר שאם הפסוק  נקבל שכלל ההיסק B באות A ואת האות C באות B אינו נכון. אם נחליף את האות A אינו נכון כי אז גם B נכון, B→C אינו נכון. אימא קבעה שהפסוק B אינו נכון כי אז גם C נכון ואם B→Cהשלילי אומר שאם הפסוק  אינו נכון. גיל קבע כי הפסוק B אינו נכון, ולכן מכלל ההיסק השלילי הסיקה אימא שהפסוק Cוגיל קבע שהפסוק  אינו נכון. כלומר – לגיל לא היה כסף. A אינו נכון נובע כי הפסוק B נכון, ומכיוון שראינו שהפסוק A→B

				 רונית מספרת לאבא: "הלכתי לבית הספר וראיתי את דנה. אם הלכתי לבית הספר, הרי שראיתי את המורה. אתה 	יודע שאם המורה הייתה חולה לא הייתי רואה אותה בבית הספר". "אם כך", אומר אבא, "המורה לא הייתה חולה היום!"  

				רשמו את הפסוקים שרונית מתארת בסיפורה: 

				 = הלכתי לבית הספר,  A	

				 = ראיתי את דנה,  B	

				 = ראיתי את המורה,  C	

				 = המורה הייתה חולה.  D	

				.D→(¬C),A→C, A˄B רשמו בסימונים מתמטיים את הפסוקים שרונית מצהירה שהם נכונים: 

				 כלל מכל הסיק הוא ומה הו, חולה הייתה חולה לא ה שהמורה למסקנה להגיע למסק כדי אבא השתמשה אבא כ שבהם ההיסק כללי ההי כל כ את כ רשמו. היסק

				 נכון הסיק אבא שהפסוק A˄Bבעזרת כלל ההיסק "וגם" ובשל היות הפסוק  אבא השתמש בשלושה כללי היסק.A נכון הסיק אבא בעזרת כלל ההיסק החיובי כי → נכון: הלכתי לבית הספר. מכיוון שהפסוק A נכון והפסוק CA אינו נכון: לא נכון שראיתי את המורה. ¬Cהפסוק C נכון. מכאן הסיק שהפסוק 

				 אינו D לא נכון, הסיק אבא כי הפסוק ¬C נכון והפסוק D→(¬C)בעזרת כלל ההיסק השלילי ובשל היות הפסוק נכון: המורה לא הייתה חולה.  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				ת י לדעא שכדמתמטיקה

			

		

		
			
				 נתבונן בפסוק: "לכל המכוניות בעולם יש ארבעה גלגלים". הציגו את הפסוק בשפת תחשיב הפסוקים וציינו את תחום ההגדרה של המשתנה שבו אתם משתמשים: 

				 יש ארבעה גלגלים" x = "למכונית C(x)הפסוק: 

				תחום ההגדרה: כל המכוניות בעולם. 

				∀x(C(x))הפסוק בשפת תחשיב הפסוקים: 

				 הגיעה היום לבושה בחצאית ירוקה"; תחום ההגדרה הוא קבוצת כל הבנות בכיתה. x = "ילדה B(x) נסמן 

				רשמו את המשמעות המילולית של הפסוקים: 

				: אירית הגיעה היום לבושה בחצאית ירוקה. B(אירית)

				: טלי לא הגיעה היום לבושה בחצאית ירוקה. ¬B(טלי)

				: ירדן הגיעה היום לבושה בחצאית ירוקה ודינה לא הגיעה היום לבושה בחצאית 	(B((ירדן) ˄ (¬B(דינה))	ירוקה. 

				: אם ירדן הגיעה היום לבושה בחצאית ירוקה אזי דינה לא הגיעה היום לבושה 		(B(ירדן))→(¬B(דינה))	בחצאית ירוקה. 

				כל בנות הכיתה הגיעו היום לבושות בחצאית ירוקה.  :  ∀x(B(x))

				 = "אם לכל ילד בכיתה היו שני אחים, כי אז ביום הספורט אפשר היה לארגן משחק כדורגל". E נתבונן בפסוק: נסמן: 

				 יש שני אחים", x = "לילד A(x)

				 = "ביום הספורט אפשר היה לארגן משחק כדורגל". B

				 כל הילדים בכיתה.:xתחום ההגדרה של 

				.(∀x(A(x))) → הפסוק B:∀ והכמת A(x) ,B באמצעות Eרשמו את הפסוק 

				 נסמן: 

				 הגיע היום לבית הספר", x = "הילד A(x)	

				 שמע הרצאה על האדם הקדמון". x = "הילד B(x)	

				 הוא קבוצת ילדי הכיתה. xתחום ההגדרה של המשתנה 

				רשמו את המשמעות המילולית של הפסוקים: 

				: כל הילדים בכיתה הגיעו היום לבית הספר ושמעו הרצאה על האדם הקדמון.  ∀x(A(x)˄B(x)	.א

				: כל ילד בכיתה הגיע היום לבית הספר או שמע הרצאה על האדם הקדמון. ∀x(A(x)˅B(x)).		ב

				 	על 	 הרצאה שמעו בכיתה הילדים כל ה או כ הספר לבית היום הגיעו ה: כל הילדים בכית∀x(A(x)) ˅ ∀x(B(x)).		ג.הקדמון האדם

				תנו דוגמה למקרה שבו ערך האמת של הפסוק בסעיף ב' הוא "אמת" וערך האמת של הפסוק בסעיף ג' הוא .		ד"שקר": נניח שכל הבנים בכיתה הגיעו היום לבית הספר וכל הבנות שמעו הרצאה על האדם הקדמון. ערך האמת של הפסוק בסעיף ב' הוא "אמת", משום כל ילד בכיתה הגיע היום לבית הספר או שמע הרצאה על האדם הקדמון. מצד שני, ערך האמת של הפסוק בסעיף ג' הוא "שקר", משום ששני חצאי הפסוק אינם מתקיימים: לא נכון שכל הילדים בכיתה הגיעו לבית הספר ולא נכון שכל הילדים בכיתה שמעו הרצאה על האדם הקדמון.

				: כל ילד בכיתה ששמע הרצאה על האדם הקדמון לא הגיע היום לבית הספר. ∀x(B(x)→(¬A(x))).		ה
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				מבוא ללוגיקה מתמטית 

			

		

		
			
				: A(x) של A הנתונות מההגדרות אחת לכל אח, ∀x(A(x)) הפסוק ∀x(A של ה האמת ערך את ע קיבעו 

				
					A(x)

				

				
					xתחום ההגדרה של המשתנה 

				

				
					אמת 

				

				
					שקר 

				

				
					לפעמים אמת ולפעמים שקר 

				

				
					 יש לב xלילד 

				

				
					כל ילדי הכיתה 

				

				
					X

				

				
					 יש נשיא xלמדינה 

				

				
					כל מדינות העולם 

				

				
					X

				

				
					0 ≥ x2

				

				
					כל המספרים  

				

				
					X

				

				
					 אין שיער ג’ינג’י xלילד 

				

				
					כל ילדי הכיתה 

				

				
					X

				

				
					X

				

				
					X

				

				
					 ילדים 3 יש בדיוק xלאדם 

				

				
					כל אנשי העולם 

				

				
					X

				

				 אין שיער ג'ינג'י" הוא אמת בכיתות שבהן שום תלמיד אינו ג'ינג'י, והוא שקר בכיתות xערך האמת של הפסוק "לילד שבהן יש ילדים ג'ינג'ים. לכן כל שלוש התשובות קבילות: אם בכיתה שלכם יש ילד ג'ינג'י, יכולתם לסמן את התשובה "שקר", ואם בכיתה שלכם אין ילד ג'ינג'י, יכולתם לסמן את התשובה "אמת". אם חשבתם על האפשרות שבעצם איננו יודעים באיזו כיתה מדובר, יכולתם לסמן את התשובה "לפעמים אמת ולפעמים שקר". 

				) – בעולם שלנו ערך האמת של הפסוק הוא "שקר", משום שלבריטניה, למשל, אין נשיא. אך אם 2בתשובה לסעיף (דמיינתם עולם שבו לכל המדינות יש נשיא, הרי שבעולם כזה ערך האמת של הפסוק יהיה "אמת", ולכן התשובה "לפעמים ), צריכים 2אמת ולפעמים שקר", שאמנם היא מתחכמת, היא קבילה. שימו לב שתלמידים שהחליטו להתחכם בסעיף (), שכן אם אפשר לדמיין עולם שבו לכל המדינות יש נשיא, אפשר גם לדמיין עולם שבו 4) ו-(1להתחכם גם בסעיפים ( ילדים, אף שהדבר יחייב שבעולם יש מספר אין-3לאנשים אין לב. עם הרבה דמיון אפשר לצייר עולם שבו לכל אדם יש ) 5 נינים וכן הלאה). התחכמות זו תביא לכך שהתשובה לסעיף (27 נכדים, 9 ילדים, 3סופי של אנשים, שכן לכל אדם יש אף היא "לפעמים אמת ולפעמים שקר". 

				 ואת המשמעות המילולית של x נתבונן בפסוק: "יש מדינה שבירתה לונדון". רשמו את תחום ההגדרה של המשתנה   מייצג את הפסוק "יש מדינה שבירתה לונדון".  ∃x(B(x)) שעבורם הפסוק B(x)הפסוק 

				: כל מדינות העולם. xתחום ההגדרה של המשתנה 

				 היא לונדון". x = "הבירה של מדינה B(x)

				 הרשומים למעלה רשמו בתחשיב הפסוקים: "יש בכיתה לפחות שלושה ילדים ששמם עומר". B(x,y) ו-A(x)בעזרת    – כדי לתאר שלושה ילדים. z, y, xשימו לב שיש להשתמש בשלושה משתנים – 

				∃x∃y∃z (A(x) ˄ A(y) ˄ A(z) ˄ (¬B(x,y)) ˄ (¬B(x,z)) ˄ (¬B(y,z)))
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				ת י לדעא שכדמתמטיקה

			

		

		
			
				 בתרגיל זה נראה שאת הפסוק "יש בכיתה לכל היותר ילד ג'ינג'י אחד" אפשר לכתוב כך:  

				∀x∀y ( B(x,y) ˅ (A(x) →(¬A(y))) ) 

				: B(x,y) ˅ (A(x) →(¬A(y)))א.	רשמו במילים את משמעות הביטוי 

				 אינו ג'ינג'י". y ג'ינג'י אזי הילד x הם אותו ילד, או אם הילד y ו-x	"

				 אומר שיש בכיתה לכל היותר ילד ג'ינג'י אחד.  ∀x∀y ( B(x,y) ˅ (A(x) →(¬A(y))) )ב.	הסבירו מדוע הפסוק 

					המשמעות המילולית של הפסוק היא:  

					"לכל שני ילדים בכיתה – או שהם אותו ילד או אם אחד מהם ג'ינג'י אזי האחר אינו ג'ינג'י". 

					דרך אחרת לנסח את המשמעות המילולית היא:  

					"לכל שני ילדים שונים בכיתה, אם האחד ג'ינג'י אזי האחר אינו ג'ינג'י." 

					מכאן שלא ייתכן שיש בכיתה יותר מילד ג'ינג'י אחד, שכן אם בכיתה היו שני ילדים ג'ינג'ים, היינו מוצאים שני ילדים שונים שהאחד ג'ינג'י וגם האחר ג'ינג'י, ואז המשמעות השנייה שנתנו לא הייתה מתקיימת. 

				בתרגיל זה נרשום בשפת תחשיב הפסוקים את הפסוק "יש בדיוק מדינה אחת שבירתה לונדון". נשים לב שהפסוק   "יש בדיוק מדינה אחת שבירתה לונדון" שקול לפסוק "יש לפחות מדינה אחת שבירתה לונדון וגם יש לכל היותר מדינה אחת שבירתה לונדון".  

				 היא לונדון". x = "בירתה של המדינה D(x)

				 הוא: כל מדינות העולם. xא.	תחום ההגדרה של 

				∃x(D(x))ב.	רשמו בשפת תחשיב הפסוקים את הפסוק "יש לפחות מדינה אחת שבירתה לונדון": 

				ג.	רשמו בשפת תחשיב הפסוקים את הפסוק "יש לכל היותר מדינה אחת שבירתה לונדון". השתמשו בפסוק  ".  x=y = "B(x,y)	

				∀x∀y ( (D(x) ˄ D(y)) → B(x,y) )	

				ד.	רשמו בשפת תחשיב הפסוקים את הפסוק "יש בדיוק מדינה אחת שבירתה לונדון":  

				(∃x(D(x))) ˄ (∀x∀y ( (D(x) ˄ D(y)) → B(x,y) ) )	

				נתבונן בפסוק "לכל ילד יש אב ואם". נסמן:   

				" x הוא האב של y = "A(x,y)

				". x היא האם של z = "B(x,z)

				: z, y, xרשמו את תחום ההגדרה של המשתנים 

				: כל הילדים בעולם. xתחום ההגדרה של 

				: כל האבות בעולם.  yתחום ההגדרה של 

				: כל האימהות בעולם. zתחום ההגדרה של 

				.  ∃, ∀ והכמתים A(x,y)רשמו את הפסוק "לכל ילד יש אב" באמצעות 

				  ∀x∃y A(x,y)

				. ∃, ∀ והכמתים B(x,z)רשמו את הפסוק "לכל ילד יש אם" באמצעות 

				∀x∃z B(x,z)

				. שימו לב שיש להשתמש ∃, ∀ והכמתים ∀, ∃. שימB(x,z), A(x,y)רשמו את הפסוק "לכל ילד יש אב ואם" באמצעות . ∃פעמיים בכמת 

				∀x∃y∃z (A(x,y) ˄ B(x,z))דרך אחת לכתוב את הפסוק היא: 

				(∀x∃y A(x,y)) ˄ (∀x∃z B(x,z))דרך שנייה לכתוב את הפסוק היא: 
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				מבוא ללוגיקה מתמטית 

			

		

		
			
				 = "לכל ילד יש חבר ששמו אסף". נסמן: D נתבונן בפסוק:  

				 הוא אסף", x = "שמו של A(x)

				". y הוא חבר של הילד x = "הילד B(x,y)

				כל הילדים בעולם. : xא.	תחום ההגדרה של 

				 כל הילדים בעולם.:yב.	תחום ההגדרה של 

				∀x∃y (A(y) ˄ B(x,y) ): ∃, ∀ והכמתים ∀, ∃: ∀x∃B(x,y), A(x) באמצעות Dג.	רשמו את הפסוק 

					המשמעות המילולית של הפסוק היא: לכל ילד x יש ילד y כך ששמו של y הוא אסף והילד x חבר של הילד y. 

				 = "לכל ילד ששמו אינו אסף יש חבר ששמו אסף". נסמן: Dנתבונן בפסוק:   

				 הוא אסף", x = "שמו של A(x)

				". x הוא חבר של הילד y = "הילד C(x,y)

				 וסימנים לוגיים נוספים.  ∃ ו-∀, הכמתים B(y), A(x) באמצעות Dרשמו את הפסוק 

				ייתכן שיש להשתמש במשתנים נוספים. כדאי להיעזר בתשובה לתרגיל הקודם. 

				∀x ((¬A(x)) → (∃y (A(y) ˄ C(x,y))))תשובה: 

				 הוא כל הבנות בכיתה. y הוא כל הבנים בכיתה ותחום ההגדרה של המשתנה x תחום ההגדרה של המשתנה   הוא כל ילדי הכיתה (בנים ובנות). נסמן: zתחום ההגדרה של המשתנה 

				 יש חולצה אדומה", z = "לילד D(z)

				 אוהב לשחק כדורגל". z = "הילד C(z)

				 וקשרים לוגיים נוספים. ייתכן שיש להשתמש במשתנים C(y), C(x), D(y), D(x)רשמו את הפסוקים הבאים באמצעות נוספים. 

				א.	"כל הבנים בכיתה אוהבים לשחק כדורגל, ויש בת בכיתה הלובשת חולצה אדומה": 

				(∀x (C(x))) ˄ (∃y (D(y)))	

				ב.	"כל הבנות בכיתה אוהבות לשחק כדורגל, ואין בת בכיתה הלובשת חולצה אדומה": 

				(∀y (C(y))) ˄ (¬ (∃y (D(y))))	

					פתרון אחר הוא 

				(∀y (C(y))) ˄ (∀y (¬D(y)))	

				ג.	"אם כל הבנים בכיתה אוהבים לשחק כדורגל, כי אז יש בת בכיתה הלובשת חולצה אדומה": 

				(∀x (C(x))) → (∃y (D(y)))	

				ד.	"אם יש שתי בנות בכיתה האוהבות לשחק כדורגל, אזי יש שני בנים בכיתה הלובשים חולצה אדומה". 		". בתרגיל זה עלינו להשתמש בשני משתנים שונים המייצגים בנות ובשני 	x=y = "B(x,y)	השתמשו בפסוק .x2 ו-x1והמשתנים המייצגים בנים יהיו   y2 ו-y1	משתנים שונים המייצגים בנים. המשתנים המייצגים בנות יהיו 

				(∃y1∃y2 (C(y1) ˄ C(y2) ˄ (¬B(y1,y2)))) → (∃x1∃x2 (D(x1) ˄ D(x2) ˄ (¬B(x1,x2))))	
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י לדעא שכדמתמטיקה

			

		

		
			
				 הוא ילדי הכיתה.  x יש אחות ששמה חגית"; תחום ההגדרה של x = "לילד B(x) נסמן  

				: לא נכון שקיים ילד בכיתה שיש לו אחות בשם חגית. ¬(∃x(B(x))א.	רשמו את המשמעות המילולית של הפסוק 

				: ∀x(¬B(x))ב.	רשמו את המשמעות המילולית של הפסוק 

					לכל הילדים בכיתה אין אחות ששמה חגית. 

				. ∀x(¬B(x)) שקול לפסוק ¬(∃x(B(x))ג.	הסבירו מדוע הפסוק 

					שני הפסוקים שקולים משום שתמיד יש להם אותו ערך אמת: ערך האמת של שני הפסוקים הוא "אמת" אם אין אף ילד בכיתה שיש לו אחות בשם חגית, וערך האמת של שני הפסוקים הוא "שקר" אם יש לפחות ילד אחד בכיתה שיש לו אחות בשם חגית. 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